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Uvod
Ajnsˇtajnova teorija relativnosti se smatra jednom od najlepsˇih po formi i najfundamentalnijih
teorija u istoriji nauke. Iako je cˇitav jedan vek potrosˇen u nastojanjima da se ona poboljsˇa, josˇ uvek
nije dobila oblik koji bi pomirio svetsku naucˇnu javnost. Ni sam A. Ajnsˇtajn nije bio zadovoljan
svojom opsˇtom teorijom relativnosti, pa je do kraja svog zˇivota radio na stvaranju teorije koja bi
ujedinila teoriju gravitacije i teoriju elektromagnetizma. Godine 1945. u radu [9] i 1946. godine u
radu [11] sa svojim saradnikom E.G. Sˇtrausom koristio je kompleksan osnovni tenzor gi j, koji nije
bio simetricˇan, vec´ je njegov realni deo bio simetricˇan, a imaginarni deo antisimetricˇan. Pocˇev od
1950. godine A. Ajnsˇtajn je u radovima posvec´enim stvaranju jedinstvene teorije polja koristio realan
simetricˇan osnovni tenzor. L.P. Ajzenhart [14] je 1951. godine definisao prostor sa nesimetricˇnim
osnovnim tenzorom koji je nazvao ”generalisani Rimanov prostor“.
Inicijalni radovi A. Ajnsˇtajna u kojima je pocˇeo sa korisˇc´enjem nesimetricˇnog osnovnog tenzora
uticali su na razvoj tzv. nesimetricˇne teorije gravitacije (NGT) koja je bila tema Dzˇ. Mofatove dok-
torske disertaciji odbranjene na Univerzitetu Kembridzˇ. Godine 1995. Dzˇ. Mofat [55] je formulisao
novu verziju nesimetricˇne teorije gravitacije u kojoj su generalisani Rimanovu prostori zadrzˇali fun-
damentalnu ulogu koju su imali i ranije. Od nedavnih rezultata pomenimo rezultate T. Jansena i T.
Prokopeca [29, 30] u kojima predlazˇu eventualna poboljsˇanja i probleme u NGT. Iako NGTmozˇda josˇ
uvek nije postigla uspeh koji su njeni tvorci ocˇekivali, razvili su se prostori koji su jako interesantni
sa geometrijske tacˇke gledisˇta.
Na svakoj diferencijabilnoj mnogostrukosti postoji beskonacˇno mnogo koneksija. Od posebnog
interesa u ovoj tezi bic´e nesimetricˇne linearne koneksije. Geometrijom takvih koneksija su se bavili
na primer E. Brinis, F. Graif, M. Pastori, M. Prvanovic´, S.M. Mincˇic´ i mnogi drugi. Hajzenberg je
1917. godine prvi uveo pojam linearne koneksije koja nije neophodno simetricˇna. U slucˇaju nesi-
metricˇne linearne koneksije postoji cˇak 5 linearno nezavisnih tenzora krivine [47]. Jedan od najvec´ih
matematicˇara danasˇnjice M. Gromov je o Rimanovom tenzoru krivine rekao sledec´e: ”Tenzor kri-
vine Rimanove mnogostrukosti je maleno cˇudovisˇte polilinearne algebre cˇija potpuna geometrijska
interpretacija ostaje nejasna“.
Kao specijalan slucˇaj generalisanih Rimanovih prostora definisˇu se generalisani elipticˇki, hiper-
bolicˇki i parabolicˇki Kelerovi prostori, pogledati [52, 58, 61]. U ovoj tezi se razmatraju holomorfno
projektivna preslikavanjima generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora, kao i uopsˇtenjima kako
pomenutih prostora tako i preslikavanjima med¯u njima. Takod¯e, razmatraju se i holomorfno projek-
tivna preslikavanja generalisanih elipticˇkih i parabolicˇkih Kelerovih prostora, kao i sistemi parcijalnih
diferencijalnih jednacˇina za egzistenciju nekih specijalnih infinitezimalnih transformacija mnogostru-
kosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom. Teza se sastoji iz sedam poglavlja, i to:
1 Pregled osnovnih pojmova teorije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
2 Specijalna skoro geodezijska preslikavanja prvog tipa mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
3 Generalisani elipticˇki Kelerovi prostori
4 Generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori
iv
5 Generalisane parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti
6 Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricˇnom line-
arnom koneksijom
7 F-planarna preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom konek-
sijom.
Prvo poglavlje se sastoji od pet odeljaka. Prvi odeljak je posvec´en mnogostrukostima sa sime-
tricˇnom linearnom koneksijom. Definisˇe se najpre pojam mnogostrukosti, a zatim tangetni prostor,
vektorska i tenzorska polja, linearna koneksija i tenzor krivine. Drugi odeljak se koncentrisˇe na Ri-
manove mnogostrukosti, pri cˇemu je posebna pazˇnja posvec´ena Rimanovoj metrici. U trec´em odeljku
je dat pregled rezultata koji se ticˇu mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom, a koje
c´emo kasnije tokom cˇitave disertacije koristiti. Cˇetvrti odeljak je posvec´en Ajzenhartovim generalisa-
nim Rimanovim prostorima. Podsetili smo se kako je L.P. Ajzenhart eksplicitno definisao koneksiju
pomoc´u generalisane Rimanove metrike. Takod¯e, navedene su osobine Rimanovih tenzora krivine
tipa (0;4) izvedenih od strane S.M. Mincˇic´a. Konacˇno, u petom odeljku su dati osnovni pojmovi koji
se ticˇu preslikavanja mnogostrukosti sa linearnim koneksijama, a koji c´e nam biti neophodni za dalje
izlaganje.
Drugo poglavlje se sastoji od dva odeljka. Prvi odeljak je posvec´en skoro geodezijskim preslikava-
njima mnogostrukosti sa simetrinˇom linearnom koneksijom. U ovom odeljku je dat pregled definicija
skoro geodezijskih linija i skoro geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricˇnom linear-
nom koneksijom, koje je dao N.S. Sinjukov [71, 72]. Zatim su dati potrebni i dovoljni uslovi za skoro
geodezijska preslikavanja sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom koje su dali V.E. Berezovski, J.
Mikesˇ i A. Vanzˇurova´ [5]. Drugi odeljak je posvec´em skoro geodezijskim linijama i skoro geodezij-
skim preslikavanjima mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom [66, 75]. Takod¯e, u
ovom odeljku su prezentovani rezultati koji se ticˇu specijalnih skoro geodezijskih preslikavanja prvog
tipa mnogostrukosti sa nesimeticˇnom linearnom koneksijom [64].
Trec´e poglavlje se sastoji od cˇetiri odeljka. U prvom odeljku su posmatrana holomorfno pro-
jektivna preslikavanja generalisanih elipticˇkih Kelerovih prostora i pronad¯ena su dva nova neline-
arna sistema parcijalnih diferencijalnih jednacˇina za egzistenciju takvih preslikavanja. Drugi odeljak
je posvec´en ekvitorzionim holomorfno projektivna preslikavanja generalisanih elipticˇkih Kelerovih
prostora, pomenuti nelinearni sistemi iz prvog odeljka su transformisani su u linearne sisteme sledec´i
ideju V.V. Domasˇeva i J. Mikesˇa [7]. U trec´em odeljku su definisani novi generalisani elipticˇki Ke-
lerovi prostori, dok su u cˇetvrtom odeljku posmatrana holomorfno projektivna, kao i ekvitorziona
holomorfno projektivna preslikavanja med¯u takvim prostorima.
Cˇetvrto poglavlje je centralno poglavlje ove doktorske disertacije i vec´im delom je bazirano na
rezulatatima rada [58]. U prvom odeljku su definisani generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori i
pokazane odred¯ene osobine koje poseduju tenzori krivine takvih prostora. U drugom odeljku se po-
smatraju holomorfno projektivna i ekvitorziona holomorfno projektivna preslikavanja generalisanih
hiperbolicˇkih Kelerovih prostora i dokazana je invarijatnost odred¯enih geometrijskih objekata i jed-
nog tenzora pri takvim preslikavanjima. Trec´i odeljak sadrzˇi otvoreni problem, a to je pronalazˇenje
svih moguc´ih tenzora invarijantnih pri ekvitorzionim holomorfno projektivnim preslikavanjima ge-
neralisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora. U cˇetvrtom odeljku su definisani novi generalisani hi-
perbolicˇki Kelerovi prostori i u petom odeljku su posmatrana ekvitorziona holomorfno projektivna
preslikavanja med¯u takvim prostorima.
Peto poglavlje se sastoji od tri odeljka. U prvom odeljku su definisane generalisane m-parabolicˇke
Kelerove mnogostrukosti i posmatrana su holomorfno projektivna preslikavanja med¯u takvim mnogo-
strukostima [42, 61]. U drugom odeljku su uvedena specijalna kanonicˇka specijalna kanonicˇka skoro
geodezijska preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora i pronalaze se neki invarijantni geome-
v
trijski objekti pri takvim preslikavanjima [19, 60]. Trec´i odeljak je posvec´en specijalnim kanonicˇkim
preslikavanjima med¯u generalisanim parabolicˇkim Kelerove mnogostrukostima [19, 60].
Sˇesto poglavlje se sastoji od tri odeljka. U prvom odeljku su osnovne jednacˇine skoro geodezijskih
preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom transformisane u
mesˇoviti sistem Kosˇijevog tipa. U drugom i trec´em odeljku su uvedena specijalna skoro geodezij-
ska preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom, generalisanih
Rimanovih i generalisanih elipticˇkih i hiperbolicˇkih Kelerovih prostora [59].
Sedmo poglavlje je posvec´eno F-planarnim preslikavanjima i transformacijama mnogostruko-
sti sa linearnom koneksijom koje su uveli J. Mikesˇ i N.S. Sinjukov [40]. U prvom odeljku je dat
pregled F-planarnih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricˇnom i nesimetricˇnom linearnom konek-
sijom. U drugom odeljku su dati novi sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacˇina za egzistenciju
infinitezimalnih F-planarnih transformacija mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom
[65]. Kao specijalan slucˇaj, u trec´em i cˇetvrtom odeljku, dobijaju se sistemi parcijalnih diferencijal-
nih jednacˇina za egzistenciju infinitezimalnih geodezijskih i holomorfno projektivnih transfromacija
generalisanih Rimanovih, elipticˇkih i hiperbolicˇkih Kelerovih prostora.
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Poglavlje 1
Pregled osnovnih pojmova teorije
mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
U ovom poglavlju c´emo dati najpre kratak pregled osnovnih pojmova koji se ticˇu mnogostrukosti
sa simetricˇnom linearnom koneksijom i Rimanovih mnogostrukosti. Izlaganje c´emo nastaviti o mno-
gostrukostima sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom i Ajzenhartovim generalisanim Rimanovim
prostorima. Konacˇno, izlaganje c´emo zavrsˇiti pojmovima koji su nam neophodni za posmatranje pre-
slikavanja i transformacija mnogostrukosti sa linearnom koneksijom. Svi delovi ovog poglavlja su
poznati i pojedini delovi se mogu nac´i u monografijama i knjigama [8, 13, 31, 32, 37, 41, 54, 56].
1.1 Mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
Osnovna ideja diferencijalne geometrije ”aproksimacija“ geometrijskih objekata linearnim objek-
tima. Stoga c´emo se u ovoj sekciji podsetiti kako pojma diferenicijabilne mnogostrukosti tako i
osnovnih pojmova multilinearne algebre, tangetnog vektora i tangetnog prostora, vektorskih i tenzor-
skih polja, a zatim linearne koneksije i tenzora krivine mnogostrukosti sa linearnom koneksijom.
1.1.1 Pojam mnogostrukosti
Zbog prirodnog postojanja prostora koji ni na koji nacˇin ne mogu biti smesˇteni kao hiperpovrsˇi
u ambijentni prostor, kao na primer Poenkareova gornja poluravan kao model Neeuklidske geome-
trije, kao i prostor-vreme koji se razmatra u teoriji relativnosti, jako je vazˇna moguc´nost definisa-
nja ”unutrasˇnje geometrije“ bez pozivanja na spoljasˇnji (ambijentni) prostor R
n+1. Da bi se u tome
uspelo bilo je neophodno saznanje, sa jedne strane da je ”prva fundamentalna forma“ nezavisna od
spoljasˇnjeg (ambijentnog) prostora Rn+1, kao i Gaus-Boneova teorema, dok je sa druge strane, sa
globalnog aspekta, bilo vazˇno uvesti pojam ”mnogostrukosti“. Pojam diferencijabilne mnogostruko-
sti igra esencijalnu ulogu u produzˇavanju diferencijalnog racˇuna sa realnog n-dimenzionog prostora
Rn na opsˇtije prostore.
Definicija 1.1.1 (Diferencijabilna mnogostrukost). Diferencijabilna mnogostrukost dimenzije n je
skup M zajedno sa familijom injektivnih preslikavanja ji : Ui ! Rn, i 2 I, otvorenih skupova Ui,















Slika 1.1: Karte na diferencijabilnoj mnogostrukosti
(b) za svaki par indekasa i; j 2 I takvih da je ji(Ui)\j j(U j) =W 6= /0 skupovi j 1i (W ) i j 1j (W )
su otvoreni u Rn i preslikavanje ji j 1j je diferencijabilno.
Ured¯en par (Ui;ji) takav da p2ji(Ui) naziva se parametrizacija ili sistem koordinatamnogostrukosti
M u tacˇki p. Skup ji(Ui) naziva se koordinatna okolina tacˇke p. Familija f(Ui;ji)gi2I koja ispunjava
uslove (a) i (b) naziva se diferencijabilna struktura na mnogostrukosti M.
Karta na diferencijabilnoj mnogostrukostiM je ured¯en par (U;j), gde jeU M otvoren skup, dok
je j : U ! j(U) homeomorfizam.Dve karte (Ui;ji) i (U j;j j) na diferencijabilnoj mnogostrukosti
M indukuju preslikavanje ji j 1j : j j(Ui\U j)! ji(Ui\U j), videti Sliku 1.1. Ukoliko je funkcija
jij 1j iz Definicije 1.1.1 r puta neprekidno diferencijabilna, t.j. klaseCr mnogostrukostM naziva se
Cr-mnogostrukost. U nastavku c´emo pod terminom diferencijabilna mnogostrukost uvek smatrati da
se radi oCr-mnogostrukosti, gde je r dovoljno veliki prirodan broj. Takod¯e, uvek c´emo pretpostavljati
da mnogostrukosti zadovoljavaju T2-aksiomu, t.j. da se radi o Hausdorfovom topolosˇkom prostoru.
1.1.2 Tangetni prostor
Neka je M n-dimenziona diferencijabilna mnogostrukost i p 2M fiksirana tacˇka. Tangetnim pro-
storom na mnogostrukostiM u tacˇki p smatrac´emo n-dimenzion skup ”vektora pravaca“, sa pocˇetkom
u tacˇki p ka svim pravcima na mnogostrukosti M. Posˇto nema ambijentnog prostora, ovaj pojam je
unutrasˇnjeg karaktera. Postoji visˇe nacˇina da se uvede pojam tangetnog vektora na mnogostrukosti.
Definicija 1.1.2 (Geometrijska definicija). Tangetni vektor na mnogostrukosti M u tacˇki p 2 M je
klasa ekvivalencije diferencijabilnih krivih c : ( e;e)! M koje ispunjavaju uslov c(0) = p, gde je
relacija ekvivalencije  definisana sa
c c, (j  c)(0) = (j  c)(0);
za svaku kartu (U;j) koja sadrzˇi tacˇku p.
Ukratko: tangetni vektori su tangente krivih koje lezˇe na mnogostrukosti.
Definicija 1.1.3 (Algebarska definicija). Tangetni vektor X u tacˇki p 2M je diferenciranje (operator
diferenciranja) definisan na skupu
Fp(M) := f f :M! Rj f je diferencijabilnag=;
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gde je relacija ekvivalencije  definisana deklarisˇuc´i da je f  f  ako i samo ako se funkcije f i f 
poklapaju u okolini tacˇke p. Za vrednost X( f ) kazˇemo da je izvod funkcije f u pravcu vektora X.
Ova definicija se mozˇe preciznije formulisati na sledec´i nacˇin: X je preslikavanje X :Fp(M)!R
sa osobinama
 X(a f +bg) = aX( f )+bX(g), a ;b 2 R, f ;g 2Fp(M), (R-linearnost)
 X( f g) = X( f ) g(p)+ f (p) X(g) za f ;g 2Fp(M). (zakon proizvoda)
(Da bi ova pravila imala smisla funkcije f i g moraju biti definisane u okolini tacˇke p).
Ukratko: tangetni vektori su diferenciranja na skalarnim funkcijama.
Definicija 1.1.4 (Fizicˇka definicija). Tangetni vektor u tacˇki p 2M je definisan kao n-torka realnih
brojeva (ai)i=1;:::;n u koordinatnom sistemu x1; : : : ;xn (t.j. u karti), na takav nacˇin da u bilo kom dru-
gom koordinatnom sistemu x˜1; : : : ; x˜n (t.j. u bilo kojoj drugoj karti) isti vektor je dat odgovarajuc´om








Ukratko: tangetni vektori su elementi prostora Rn cˇije se koordinate pri promeni koordinatnog si-
stema transformisˇu na poseban nacˇin.
Definicija 1.1.5 (Tangetni prostor). Tangetni prostor TpM na mnogostrukosti M u tacˇki p2M je skup
svih tangetnih vektora u tacˇki p. Po definiciji TpM i TqM su disjuntni za razlicˇite tacˇke p i q.
Za otvoren skup U  Rn, tangetni prostor se identifikuje prostorom TpU := fpgRn koji je
snabdeven standardnom bazom (p;e1); : : : ;(p;en). Vektor ei odgovara krivoj ci(t) := p+ t  ei (geo-
metrijska definicija) i diferenciranje je dato parcijalnim izvodom f 7! ¶ f¶ui

p (algebarska definicija).


















u karti (U;j) koja sadrzˇi tacˇku p. Koristi se josˇ i oznaka ¶ijp umesto ¶¶xi

p.
Teorema 1.1.1. Tangetni prostor u tacˇki p na n-dimenzionoj diferencijabilnoj mnogostrukosti M je
























1.1. Mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
1.1.3 Vektorska i tenzorska polja
Iz Teoreme 1.1.1 vidimo da su komponente tangetnog vektora X(xi) izvodi koordinatnih funkcija
xi u pravcu X .
Definicija 1.1.6 (Vektorsko polje). Diferencijabilno vektorsko polje na diferencijabilnoj mnogostru-
kosti M je pridruzˇivanje tacˇki p 2M vektora Xp 2 TpM takvo da u svakoj karti (U;j), j :U !V sa











Za skalarnu funkciju f :M ! R simbol f X oznacˇava vektorsko polje ( f X)p := f (p) Xp (mozˇe
se rec´i da je skup vektorskih polja modul nad prstenom funkcija f definisanih na M), dok simbol
X f = X( f ) oznacˇava funkciju X f (p) := Xp( f ) (drugim recˇima, X f je izvod funkcije f u pravcu
vektorskog polja X).
Neka su V1; : : : ;Vs i W realni vektorski prostori. Preslikavanje F : V1  : : :Vs ! W je R-
multilinearno ako je R-linearno u svakom ”slotu“, sˇto znacˇi da je za svaki 1 i s i v j 2Vj ( j 6= i),
preslikavanje
v! A(v1; : : : ;vi 1;v;vi+1; : : : ;vs);
R-linearno.
Definicija 1.1.7. Neka je V realan vektorski prostor i V  njemu dualan vektorski prostor. Neka su
r  0 i s 0 celi brojevi takvi da je (r;s) 6= (0;0). Multilinearna funkcija F : (V )rV s ! R naziva
se tenzor tipa (r;s) nad vektorskim prostoromV kontravarijantnog stepena r i kovarijantnog stepena s.
Skup svih tenzora tipa (r;s) nad vektorskim prostorom V oznacˇava se T rs (V ). Tenzori iz skupa
T r0 (V ) nazivaju se kontravarijantni tenzori, specijalno elementi skupa T
1
0 (V ) =V nazivaju se kontra-
varijantni vektori ili 1-forme. Elementi prostora T 0s (V ) nazivaju se kovarijantni tenzori, specijalno,
elementi skupa T 0s (V ) =V
 nazivaju se kovarijantni vektori ili linearne forme.
Skup T rs (V ) je vektorski prostor sa operacijama sabiranja odnosno oduzimanja
(AB)(w1; : : : ;wr;v1; : : : ;vs) =
A(w1; : : : ;wr;v1; : : : ;vs)B(w1; : : : ;wr;v1; : : : ;vs);
i mnozˇenja realnim brojevima
(rA)(w1; : : : ;wr;v1; : : : ;vs) = rA(w1; : : : ;wr;v1; : : : ;vs):
Pored operacija sabiranja odnosno oduzimanja koje su definisane za tenzore istog tipa, bilo koja
dva tenzora prozvoljnog tipa mozˇemo mnozˇiti. Neka su A 2 T rs (V ) i B 2 T pq (V ), tada je tenzor
A
B 2 T r+ps+q (V ) tenzorski proizvod tenzora A i B definisan sa
(A
B)(w1; : : : ;wr+p;v1; : : : ;vs+q) =
A(w1; : : : ;wr;v1; : : : ;vs)B(wr+1; : : : ;wr+p;v1; : : : ;vs+q):
Tenzorsko polje tipa (r;s) na mnogostrukosti M mozˇe biti definisano kao tenzor tipa (r;s) nad
F (M)-modulomX (M), t.j. kaoF (M)-linearno preslikavanje
A :X (M)rX (M)s !F (M);
4
1.1. Mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
gde X (M) oznacˇava skup svih diferencijabilnih vektorskih polja na mnogostrukosti M, X (M)
oznacˇava skup svih 1-formi na mnogostrukosti M, X (M)r =X (M) X (M) i X (M)s =
X (M) X (M).
Takod¯e, tenzorsko polje tipa (r;s) na mnogostrukosti M se mozˇe definisati kao preslikavanje koje
svakoj tacˇki p 2M pridruzˇuje tenzor Ap tipa (r;s) na tangetnom prostoru TpM u tacˇki p, t.j.
Ap : (TpM) : : : (TpM)| {z }
r puta
(TpM) : : : (TpM)| {z }
s puta
! R;
pri cˇemu je pridruzˇivanje p 7! Ap diferencijabilno ili glatko.

























(dxk1; : : : ;dxkr ;
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¶xl1









    d jsls :
Pored¯enjem odgovarajuc´ih koeficijenata dobijamo koeficijente tenzora











a kada primenimo prethodni izraz na elemente baze dobijamo
Ai1:::irj1::: js = Ap
 
dxi1; : : : ;dxir ;
¶
¶x j1





Posmatrajmo sada josˇ jednu kartu (U 0;j 0), j 0 = (x0i) na mnogostrukosti M, takvu da jeU \U 0 6=?,
pri cˇemu je promena koordinata data sa
x0i = x0i(x1; : : : ;xn) i xi = xi(x01; : : : ;x0n):













lako mozˇemo pronac´i da se u preseku koordinatnih okolina U \U 0, tenzorske komponente trans-














Date funkcije Ai1:::irj1::: js(x) u koordinatnim okolinama odred¯uju tenzor ukoliko u preseku dveju koordi-
natnih okolina zadovoljavaju zakon transformacije (1.1). Pretpostavljac´emo da su tenzori i svi ostali
geometrijski objekti koje c´emo koristiti dovoljan broj puta neprekidno diferencijabilni, t.j. da pri-
padaju klasi Cr za dovoljno veliki prirodan broj r. Za bilo koji tenzor A tipa (r;s), gde je r  2 i
s  2, definisˇemo tenzor koji je simetricˇan u odnosu na par ”gornjih“ odnosno ”donjih“ indekasa,
respektivno, u smislu operacije koja se zove simetrizacija bez deljenja i oznacˇava se ( ; ). Takod¯e,
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definisˇemo tenzor antisimetricˇan po paru indekasa istog tipa, u smislu operacije koja se zove antisi-
metrizacija bez deljenja i oznacˇava [ ; ]. Na primer,
Ai1:::ir
( j1 j2)::: js
= Ai1:::irj1 j2 j3::: js +A
i1:::ir
j2 j1 j3::: js;
i
Ai1:::ir
[ j1 j2]::: js
= Ai1:::irj1 j2 j3::: js A
i1:::ir
j2 j1 j3::: js :
Primedba 1.1.1. U multilinearnoj algebri tenzori se definisˇu kao elementi prostora koji se naziva





























gde Mult oznacˇava skup multilinearnih preslikavanja, a Hom oznacˇava skup homomorfizama.
Definicija 1.1.8 (Trag tenzora). Neka je A tenzor tipa (1;1), Ap : TpM! TpM. Definisˇimo kontrakciju
ili tragCA sa
CAjp = Tr(Ap) =å
i
hApEi;Eii;
gde je E1; : : : ;En ortonormirana baza za TpM. U proizvoljnoj bazi b1; : : : ;bn takvoj da je Ab j =
åiAijbi, trag se mozˇe izraziti formulom åiA
i
i, kao sˇto je i uobicˇajeno.
Neka je A tenzor tipa (1;s). Tada za svaki i 2 f1; : : : ;sg i fiksirane vektore X j; j 6= i,
A(X1; : : : ;Xi 1; ;Xi+1; : : : ;Xs)
je tenzor tipa (1;1), cˇija se kontrakcija (ili trag) oznacˇava CiA:




hA(X1; : : : ;Xi 1;E j;Xi+1; : : : ;Xs);E ji:
Trag tenzora A tipa (1;s) je tenzor CiA tipa (0;s 1).
Primedba 1.1.2. Uobicˇajeno korisˇc´enje traga matrice nema smisla u slucˇaju tenzora tipa (0;2).
Umesto toga moramo posmatrati trag pridruzˇenog tenzora tipa (1;1): neka je A tenzor tipa (0;2) i
neka je A] pridruzˇeni tenzor tipa (1;1), definisan relacijom
A(X ;Y ) = hA]X ;Y i= g(A]X ;Y );
sada definisˇemo TrgA := TrA].
U Ricˇijevoj notaciji, Tr(Aij) se jednostavno oznacˇava A
i
i.
U slucˇaju Rimanove metrike imac´emo Trg(g) = n. U slucˇaju indefinitne metrike, treba imati
u vidu cˇinjenicu da u ortonormiranoj bazi E1; : : : ;En, za koju vazˇi hEi;E ji = di jei, vektor X ima







1.1. Mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
1.1.4 Linearna koneksija i tenzor krivine
Da bismo mogli da poredimo vrednosti vektorskih polja u razlicˇitim tacˇkama diferencijabilne
mnogostrukosti, odnosno da bismo mogli da ”povezujemo“ dovoljno bliske tangetne prostore na mno-
gostrukosti, neophodan nam je pojam linearne koneksije (povezanosti). Kao sinonim pojma ”linearna
koneksija“ vrlo cˇesto se koristi termin ”afina koneksija“, sˇto c´e biti slucˇaj i u ovoj disertaciji. Na-
pomenimo da se u nekim knjigama pravi razlika izmed¯u pojmova afine i linearne koneksije, kao na
primer u [56].
Definicija 1.1.9 (Linearna koneksija). Linearna koneksija Ñ na diferencijabilnoj mnogostrukosti M
je preslikavanje
(X ;Y )! ÑXY;
koje paru diferencijabilnih vektorskih polja X i Y pridruzˇuje trec´e diferencijabilno vektorsko polje
ÑXY tako da su ispunjeni sledec´i uslovi:
(i) Ñ f X1+gX2Y = fÑX1Y +gÑX2Y ,
(ii) ÑX(aY1+bY2) = aÑXY1+bÑXY2,
(iii) ÑX( fY ) = f ÑXY +(X( f )) Y ,
za funkcije f ;g 2C¥(M) i a;b 2 R.
Teorema 1.1.2. Svaka mnogostrukost dopusˇta linearnu koneksiju.
Proverimo sada kako se linearna koneksija izrazˇava u svojim komponentama u karti (U;j) mno-
gostrukosti M. Oznacˇimo i-to koordinatno vektorsko polje Ei karte (U;j), koje je u tacˇki p 2 U
reprezentovano krivom t 7! j 1(j(p)+ tei). Drugim recˇima za datu realno-vrednosnu funkciju f
definisanu na U , Ei f = ¶i( f j 1). Proizvoljna vektorska polja X i Y su izrazˇena sa X = X iEi i
Y = Y jE j, gde su X i i Y j realno-vrednosne funkcije definisane na U . Koristec´i osobine linearne
koneksije imamo
ÑXY = ÑX(Y jE j)
= (XY j)E j+Y jÑX iEiE j
= (XY j)E j+X iY jÑEiE j
= XY kEk+X iY jLki jEk
= (XY k+X iY jLki j)Ek:
Lema 1.1.1. Pretpostavimo da je M mnogostrukost prekrivena samo jednom kartom. Tada postoji 1 
1 korespondencija izmed¯u linearnih koneksija na M i izbora n3 glatkih funkcija fLhi jg na M odred¯enih
pravilom
ÑXY = (X i¶iY k+X iY jGki j)¶k:
Definicija 1.1.10 (Liova zagrada). Neka su X i Y dva (diferencijabilna) vektorska polja na mnogo-
strukosti M i neka je f :M! R diferencijabilna funkcija. Relacijom
[X ;Y ]( f ) := X(Y ( f )) Y (X( f ))
se definisˇe vektorsko polje [X ;Y ], koje se naziva Liova zagrada vektorskih polja X i Y i oznacˇava se
LXY . U tacˇki p 2M imamo [X ;Y ]p( f ) = Xp(Y f ) Yp(X f ).
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Tenzor krivine R linearne koneksije Ñ je tenzorsko polje tipa (1;3) definisano sa
R(X ;Y )Z = ÑXÑYZ ÑYÑXZ Ñ[X ;Y ]Z:
















Primedba 1.1.3. U literaturi se vrlo cˇesto za tenzor krivine uzima suprotni znak, t.j. tenzor krivine se
definisˇe na sledec´i nacˇin
R(X ;Y )Z = ÑYÑXZ ÑXÑYZ Ñ[Y;X ]Z:











Definicija 1.1.11 (Diferenciranje tenzorskih polja). Neka je A tenzor tipa (r;s) i neka je Z proizvoljno
fiksirano vektorsko polje. Kovarijantni izvod tenzorskog polja A u pravcu vektorskog polja Z je dat sa










A(X1; : : : ;X r;Y1; : : : ;Y j 1;ÑZY j;Y j+1; : : : ;Ys):
Takod¯e, ÑZA je tenzorsko polje tipa (r;s), dok je ÑA tenzorsko polje tipa (r;s+1) odred¯eno formulom
(ÑA)(Z;X1; : : : ;X r;Y1; : : : ;Ys) := (ÑZA)(X1; : : : ;X r;Y1; : : : ;Ys):























Teorema 1.1.3. Tenzor krivine R simetricˇne linearne koneksije Ñ poseduje sledec´e osobine:
1. R(X ;Y )Z = R(Y;X)Z,
2. R(X ;Y )Z+R(Y;Z)X+R(Z;X)Y = 0,
3. (ÑXR)(Y;Z)V +(ÑYR)(Z;X)V +(ÑZR)(X ;Y )V = 0.
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U Ricˇijevom racˇunu prethodne jednacˇine glase:





ki j = 0,




li j = 0.
Identitet 2. u Teoremi 1.1.3 naziva se prvi Bjankijev identitet ili samo Bjankijev identitet, dok
se za identitet 3. u Teoremi 1.1.3 koristi tradicionalan naziv drugi Bjankijev identitet ili sve cˇesˇc´e
ilustrativniji termin diferencijalni identitet.
Definicija 1.1.12 (Ricˇijev tenzor). Prva kontrakcija tenzora krivine R(X ;Y )Z linearne koneksije data
sa
(C1R)(Y;Z) = Tr(X ! R(X ;Y )Z)
naziva se Ricˇijev tenzor i oznacˇava se Ric(Y;Z), ili kratko Ric = C1R. U Ricˇijevoj notaciji Ricˇijev




Prva fundamentalna forma elementarne povrsˇi je skalarni proizvod koji je definisan kao restrikcija
uobicˇajenog Euklidskog skalarnog proizvoda na svaki tangetni prostor. Med¯utim, u slucˇaju kada
ambijentni prostor ne postoji potrebno je pronac´i nacˇin na koji bi se definisao skalarni proizvod na
svakom tangetnom prostoru.
Prostor L2(TpM;R) = fa : TpMTpM! R j a je bilinearnog ima bazu
fdxijp
dx jjp j i; j = 1; : : : ;ng;










= d ij =

1; ako je i= j;
0; ako je i 6= j:
Bilinearne forme dxijp
dx jjp su definisane svojim vrednostima na baznim elementima (vrednosti na


















1; ako je i= k i j = l;
0; inacˇe:















U Ricˇijevom racˇunu, forma a se reprezentuje tenzorom ai j.
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Definicija 1.2.1 (Rimanova metrika, Rimanova mnogostrukost). Rimanova metrika g na mnogostru-
kosti M je pridruzˇivanje p 7! g(p) 2 L2(TpM;R) koje ispunjava sledec´e uslove:
1. gp(X ;Y ) = gp(Y;X) za sve X ;Y , (simetricˇnost)
2. gp(X ;X)> 0 za X 6= 0; (pozitivna definitnost)





jesu diferencijabilne funkcije. (diferencijabilnost)
Ured¯en par (M;g) naziva se Rimanova mnogostrukost.
Kada se govori o Rimanova metrici cˇesto se upotrebljava termin metricˇki tenzor. U lokalnim
koordinatama metricˇki tenzor je dat matricom funkcija (gi j). U Ricˇijevom racˇunu se jednostavno
koristi notacija gi j.
Rimanova metrika g definisˇe u svakoj tacˇki p unutrasˇnji proizvod gp na tangetnom prostoru TpM,
stoga se cˇesto koristi notacija hX ;Y i umesto gp(X ;Y ). Pojmovi uglova i duzˇina su odred¯eni ovim
unutrasˇnjim proizvodom, kao sˇto su isti ovi pojmovi odred¯eni prvom fundamentalnom formom na
elementarnim povrsˇima. Duzˇina, odnosno norma vektora X je data sa kXk :=pg(X ;X), dok je ugao
b izmed¯u dva tangetna vektora X i Y odred¯en relacijom cosb  kXk  kYk= g(X ;Y ).
Ukoliko se uslov pozitivne definitnosti zameni slabijim uslovom nedegenerisanosti (sˇto znacˇi da
g(X ;Y ) = 0 za sve Y implicira X = 0), onda se dolazi do pojma pseudo-Rimanove mnogostrukosti.
Kao specijalan slucˇaj imamo Lorencovu metriku, koja je metrika signature ( ;+;+;+), takve me-
trike imaju vazˇnu ulogu u opsˇtoj teoriji relativnosti. U ovom slucˇaju tangetni prostori se modeluju
prostorom Mikovskog R41 (umesto Euklidskim prostorom) sa metrikom
(gi j) =
0BB@
 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1CCA :
Tenzor gi j u opsˇtoj teoriji relativnosti igra ulogu gravitacionog potencijala ili gravitacionog polja.
On daje metricˇku formu na mnogostrukosti imajuc´i u vidu gravitaciju koja dolazi od materije koja je
sadrzˇana u prostoru.
Generalisani inverzi u prostorima sa indefinitnom metrikom jesu aktuelna tema linearne algebre.
Neke vrste generalisanih inverza u prostorima sa indefinitnim unutrasˇnjim proizvodom posmatrane
su u radovima [1, 63].
Teorema 1.2.1. Na svakoj Rimanovoj mnogostrukosti (M;g) postoji jedinstvena linearna koneksija
Ñ koja ispunjava uslove
(i) X(g(Y;Z)) = g(ÑXY;Z)+g(Y;ÑXZ), (kompatibilnost sa metrikom)
(ii) ÑXY  ÑYX  [X ;Y ] = 0, (simetricˇnost)
pri cˇemu je [; ] Liova zagrada.
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Jedinstvena koneksija iz Teoreme 1.2.1 naziva se Rimanova koneksija ili koneksija Levi-Cˇivita i
odred¯ena je formulom
2hÑXY;Zi=XhY;Zi+Y hX ;Zi ZhX ;Y i
 hY; [X ;Z]i hX ; [Y;Z]i hZ; [Y;X ]i:
Tenzor krivine R Rimanove mnogostrukosti M je tenzorsko polje tipa (1;3) definisano sa
R(X ;Y )Z = ÑXÑYZ ÑYÑXZ Ñ[X ;Y ]Z;
gde je Ñ Rimanova koneksija na M.





























Funkcije Ghi j se nazivaju Kristofelovi simboli i eksplicitno su odred¯eni pomoc´u metricˇkog tenzora






¶ig jp+¶ jgip ¶pgi j

:
Prethodna formula odred¯uje Rimanovu koneksiju u svakoj karti. Rimanov tenzor krivine R tipa (0;4)
definisan je sa
R(X ;Y;Z;V ) := hR(X ;Y )Z;V i= g(R(X ;Y )Z;V );
ili u komponentama
Ri jkl = gsiRsjkl:
Lema 1.2.1 (Osobine Rimanovog tenzora krivine). Rimanov tenzor krivine R tipa (0;4) poseduje
sledec´e osobine
1. hR(X ;Y )Z;V i= hR(X ;Y )V;Zi,
2. hR(X ;Y )Z;V i= hR(Z;V )X ;Y i.
U Ricˇijevom racˇunu prethodne jednacˇine glase
1. Ri jkl = R jikl ,
2. Ri jkl = Rkli j.
Koristec´i algebarske simetrije Teoreme 1.1.3 i Leme 1.2.1 osobine Rimanovog tenzora krivine
tipa (0;4) mozˇemo zapisati na sledec´i nacˇin
1. Ri jkl = R jikl = Ri jlk = Rkli j,
2. 3R[i jk]l = Ri jkl +R jkil +Rki jl = 0,
3. 3Ñ[iR jk]lm = ÑiR jklm+Ñ jRkilm+ÑkRi jklm.
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Slika 1.2: Tenzor torzije
1.3 Mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom
Primetimo da za odred¯ivanje jedinstvene koneksije na Rimanovoj mnogostrukosti nije bio dovo-
ljan uslov kompatibilnosti sa Rimanovom metrikom (uslov (i) u Teoremi 1.2.1), vec´ je bio neophodan
i uslov simetricˇnosti (uslov (ii) u Teoremi 1.2.1)
ÑXY  ÑYX  [X ;Y ] = 0:
U slucˇaju kada linearna koneksija Ñ nije simetricˇna mozˇemo posmatrati tenzorsko polje T tipa (1;2)
definisano sa
T (X ;Y ) := ÑXY  ÑYX  [X ;Y ];
koje se naziva tenzor torzije linearne koneksije, videti Sliku 1.2 [44]. Na mnogostrukosti M sa nesi-
metricˇnom linearnom koneksijom Ñ
1
druga nesimetricˇna linearna koneksija Ñ
2






YX+[X ;Y ]; X ;Y 2 Tp(M);
gde [; ] oznacˇava Liovu zagradu.










¶i¶ j = L
h
i j¶h i Ñ2 ¶i
¶ j = Lhji¶h:




jesu funkcije Ñ¶i¶ j odred¯ene
sa













U slucˇaju simetricˇne linearne koneksije postoji samo jedna vrsta kovarijantnog diferenciranja tenzor-
skih polja.
Imajuc´i u vidu nesimetricˇnost koeficijenata Lhi j nesimetricˇne linearne koneksije moguc´e je posma-
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Napomenimo da je A. Ajnsˇtajn [10] koristio prvu i drugu vrstu kovarijantnog diferenciranja tenzora.






Ñmaij  aij;m = ¶maij+Lipmapj  Lpjmaip:
1.3.1 Tenzori krivine mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom
koneksijom
Koristec´i cˇetiri vrste kovarijatnog diferenciranja S.M.Mincˇic´ je posmatrao razne identitete Ricˇijevog
tipa mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom [43, 44, 46, 45, 51] i pokazao da je
med¯u dvanaest tenzora krivine koji se javljaju u identitetima Ricˇijevog tipa mnogostrukosti sa nesi-
metricˇnom linearnom koneksijom pet linearno nezavisnih [47]. U nastavku c´emo koristiti sledec´ih
pet linearno nezavisnih tenzora krivine mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom:
R
q









q [X ;Y ]
Z; q = 1;2;
R
3



























































Na dalje c´emo koristiti bazna vektorska polja
X = ¶i; Y = ¶ j; Z = ¶k;
u tom slucˇaju relacije iz (1.2) postaju
R
q








XZ; q = 1;2;
R
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Relacije med¯u tenzorima krivine R
q
(q = 1; : : : ;5) i tenzora krivine R su izvedene u radu [47]:
R
1
(X ;Y )Z =R(X ;Y )Z+
1
2
ÑXT (Z;Y )  12ÑYT (Z;X)+
1
4
T (T (Z;Y );X)
  1
4
T (T (Z;X);Y );
R
2








T (T (Z;Y );X)
  1
4
T (T (Z;X);Y );
R
3
































(X ;Y )Z =R(X ;Y )Z+
1
4
T (T (Z;Y );X)+
1
4
T (T (Z;X);Y ):
M. Prvanovic´ je u radu [68] posmatrala cˇetiri tenzora krivine nesimetricˇne linearne koneksije i dala





. Najpre c´emo predstaviti geometrijske interpretacije dveju vrste paralel-
nog pomeranja i torzije koje je dala F. Graif u radu [18], a zatim c´emo se osvrnuti na geometrijske
interpretacije tenzora krivine koje je dala M. Prvanovic´ [68].
Geometrijska interpretacija dveju vrsta paralelnog pomeranja i torzije. F. Graif [18] je dala
geometrijsku interpretaciju dveju vrsta paralelnog pomeranja i torzije, kao sˇto sledi. Posmatrajmo u
tangetnom prostoru povrsˇinski element odred¯en pomoc´u dva infinitezimalna vektora sa pocˇetkom u
tacˇki P(xi), i neka su krajevi ovih vektora tacˇke Q(xi+dxi) i R(xi+dxi).
Koristec´i istu vrstu paralelnog pomeranja, na primer prvu vrstu, vektora dxi duzˇ dxi i dxi duzˇ dxi,












dxpdxm = T ipmdxpdxm:
(1.3)
Med¯utim, izracˇunavajuc´i d (dxi) u odnosu na prvu vrstu paralelnog pomeranja i d(dxi) u odnosu na
drugu vrstu paralelnog pomeranja dobic´emo
d(dxi)=d
2
(dxi)= Limpdxpdxm; d (dxi)=d1 (dx
i)= Lipmdxmdxp;










t.j. tacˇke S i T se poklapaju i dobijamo infinitezimalni paralelogram PQSR [44].
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Geometrijske interpretacije tenzora krivine. Da bi dobila geometrijsku interpretaciju prvog ten-
zora krivine F. Graif [18] je koristila prvu vrstu paralelnog pomeranja vektora vi duzˇ cele zatvorene








Slika 1.3: Geometrijska interpretacija prvog tenzora krivine
Slika 1.4: Geometrijska interpretacija drugog tenzora krivine
Analogno, koristec´i drugu vrstu paralelnog pomeranja vektora vi duzˇ cele zatvorene konture PQSR








M. Prvanovic´ [68] je koristila prvu vrstu paralelnog pomeranja za dve suprotne strane paralelograma
PQSR, dok je za druge dve suprotne strane pomenutog paralelograma koristila drugu vrstu paralelnog
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Slika 1.5: Geometrijska interpretacija trec´eg tenzora krivine
Slika 1.6: Geometrijska interpretacija cˇetvrtog tenzora krivine
S.M. Mincˇic´ je u radu [48] ispitao sve moguc´nosti koje se javljaju pri promeni vrste paralelnog po-
meranja vektora duzˇ paralelograma PQSR, ukupno ih ima 24 = 16 (4 strane i 2 vrste paralelnog po-
meranja). Na taj nacˇin S.M. Mincˇic´ [48] je dobio geometrijske interpretacije tenzora i pseudotenzora
krivine nesimetricˇne linearne koneksije.
1.3.2 Osobine tenzora krivine mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom
koneksijom
U ovoj podsekciji c´emo prikazati osnovne osobine pet linearno nezavisnih tenzora krivine R
q
,

















(Z;X)Y; q = 1; : : : ;5:
16
1.4. Ajzenhartovi generalisani Rimanovi prostori
Teorema 1.3.1. [50] Tenzori krivine R
q
, q = 1; : : : ;5 mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom
koneksijom poseduju sledec´e osobine
R
1






(X ;Y )Z 6= 0;
R
2






(X ;Y )Z 6= 0;
R
3






(X ;Y )Z 6= 0;
R
4






(X ;Y )Z = 0;
R
5






(X ;Y )Z = 0:
1.4 Ajzenhartovi generalisani Rimanovi prostori
Generalisani Rimanov prostor u Ajzenhartovom smislu (videti [14, 15, 16, 17]) je diferencijabilna
mnogostrukostM snabdevena metrikom g koja je u opsˇtem slucˇaju nesimetricˇna. Prema tome, metrika
g se mozˇe predstaviti na sledec´i nacˇin
g(X ;Y ) = g(X ;Y )+g
_
(X ;Y ):
Ovde g oznacˇava simetricˇan deo metrike g, a g
_
oznacˇava antisimetricˇan deo od g, t.j.
g(X ;Y ) =
1
2
(g(X ;Y )+g(Y;X)) i g
_




Nesimetricˇna linearna koneksija Ñ
1








gde je X = ¶i, Y = ¶ j i Z = ¶k.
1.4.1 Kovarijantni tenzori krivine generalisanog Rimanovog prostora
U ovoj podsekciji c´emo predstaviti osnovne osobine kovarijantnih tenzora krivine generalisanog
Rimanovog prostora. Upotrebic´emo oznaku åCS(;;) da oznacˇimo
å
CS(X ;Y;Z)
B(X ;Y;Z;W ) =B(X ;Y;Z;W )+B(Y;Z;X ;W )
+B(Z;X ;Y;W );
gde je B proizvoljno tenzorsko polje tipa (0;4).
Tenzor krivine tipa (0;4) uobicˇajenog Rimanovog prostora definisan sa
R(X ;Y;Z;W ) := g(R(X ;Y )Z;W );
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poseduje sledec´e osobine
R(X ;Y;Z;W ) = R(X ;Y;W;Z) = R(Y;X ;Z;W );
R(X ;Y;Z;W ) = R(Z;W;X ;Y );
å
CS(X ;Y;Z)





R(X ;Y;Z;W ) = 0:
Oznacˇimo tenzore krivine tipa (0;4) generalisanog Rimanovog prostora sa
R
q
(X ;Y;Z;W ) := g(R
q
(X ;Y )Z;W ); q = 1; : : : ;5:
Teorema 1.4.1. [50] Tenzori krivine R
q









































(X ;Y;Z;W ) = R
5




(X ;Y;Z;W ) = 0:
1.5 Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom
koneksijom
U ovoj sekciji c´emo pomenuti pojmove koji su vazˇni za proucˇavanje preslikavanja mnogostrukosti
sa linearnom koneksijom, a koji se mogu nac´i u monografijama [41, 42, 72].
Zajednicˇki koordinatni sistem pri preslikavanju. Neka je f :M !M difeomorfizam mnogostru-
kosti M i M. Ako je (U;j) karta na mnogostrukosti M takva da p 2U , tada je ( f (U);j  f 1) karta
takva da f (p) 2 f (U). U tom slucˇaju tacˇke p i f (p) imaju iste lokalne koordinate. Kada ovakav
postupak primenimo na bilo koje dve tacˇke p i f (p), onda je na mnogostrukostima M i M uveden
zajednicˇki koordinatni sistem pri preslikavanju f , videti Sliku 1.7.
Zajednicˇka mnogostrukost pri preslikavanju. Neka je f :M!M difeomorfizam mnogostrukosti
M i M. Ako je f(Ui;ji) j i 2 Ig atlas na mnogostrukosti M, tada je f( f (Ui);ji  f 1) j i 2 Ig atlas na
mnogostrukosti M. U tom slucˇaju mozˇemo pretpostaviti da se mnogostrukosti M i M poklapaju, jer
su topologija i diferencijabilna struktura ovih dveju mnogostrukosti iste.
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Slika 1.7: Zajednicˇki koordinatni sistem pri preslikavanju
Tenzor deformacije koneksije pri preslikavanju. Neka su M i M mnogostrukosti sa linearnim ko-
neksijama Ñ i Ñ i neka je f : M ! M difeomorfizam. U tom slucˇaju mozˇemo pretpostaviti da su
koneksije Ñ i Ñ definisane na istoj mnogostrukosti M M. Tenzor razlike koneksija Ñ i Ñ
P= Ñ Ñ;
je tenzorsko polje tipa (1;2) i naziva se tenzor deformacije koneksija Ñ i Ñ pri preslikavanju f .












; q 2 f1;2g:





pri preslikavanju f zadovoljava










; q 2 f1;2g:
Tenzori krivine R i R simetricˇnih linearnih koneksija Ñ i Ñ, respektivno, zadovoljavaju relaciju
[72], str. 170






, q = 1; : : : ;5 zadovoljavaju sledec´e relacije [54]
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1.5. Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
R
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1.5.1 Mesˇoviti sistemi PDJ u tenzorskom obliku
Ova podsekcija je posvec´ena osnovnim pojmovima lokalne teorije parcijalnih diferencijalnih jed-
nacˇina u tenzorskom obliku, koji su od susˇtinske vazˇnosti pri proucˇavanju preslikavanja, transfor-
macija i deformacija uopsˇtenih geometrijskih prostora. Neka je D  Rn koordinatni domen mno-
gostrukosti M sa linearnom koneksijom Ñ. Sistem parcijalnih diferencijalnih jednacˇina Kosˇijevog
tipa u odnosu na kovarijatni izvod ; koji odgovara simetricˇnoj linearnoj koneksiji Ñ i m nepoznatih








j1 j2::: jqs k
(x;Y
1
; : : : ;Y
m
); (1.4)
gde indeksi i1i2 : : : ips ; j1 j2 : : : jqs ;k uzimaju vrednosti od 1 do n.
Na desnoj strani sistema (1.4) nalaze se tenzorske funkcije tipa (ps ;qs ) konstruisane na osnovu
konacˇnog broja tenzorskih operacija sa nepoznatim tenzorskim poljima Y
s
, s = 1; : : : ;m i pomoc´u
komponenti nekih poznatih objekata ukljucˇujuc´i i komponente linearne koneksije Ñ.






























gde smo iskoristili identitet Ricˇijevog tipa koji odgovara simetricˇnoj linearnoj koneksiji Ñ.


















































































































Isto tako mozˇemo iskoristiti kovarijantno diferenciranje trec´e i cˇetvrte vrste, kao i razne kombinacije
identiteta Ricˇijevog tipa, pa c´emo dobiti uslove integrabilnosti u drugim oblicima.
1.5.2 Geodezijske linije i geodezijska preslikavanja
Geodezijske linije Rimanovog prostora i mnogostrukosti sa linearnom koneksijom igraju ulogu
koju prave linije igraju u Euklidskom prostoru. Naime, geodezijske linije su onoliko ”prave“ koliko je
to moguc´e u zakrivljenim prostorima. Neka je (M;Ñ)mnogostrukosti sa linearnom koneksijom i neka
je (U;j) = (xi) karta na mnogostrukosti M. Neka je c : I !M, t 7! c(t) = x(t) = (x1(t); : : : ;xn(t)),
I je otvoreni interval na realnoj pravoj R i cU M, diferencijabilna kriva na n-dimenzionoj mno-
gostrukostiM i l = x˙ odgovarajuc´i tangetni vektor (”vektor brzine“) duzˇ krive c. Da bismo definisali
pojam geodezijske linije bic´e nam neophodan pojam rekurentnog vektorskog polja.
Definicija 1.5.1. Vektorsko polje X duzˇ krive c je rekurentno duzˇ c ako postoji realna funkcija s : I!
R takva da je ÑlX = s 




+Ghi jl iX j = sXh: (1.5)
Definicija 1.5.2. Kriva c 2C2 na mnogostrukosti M sa linearnom koneksijom Ñ je geodezijska ako
je tangetno vektorsko polje regularno duzˇ krive c.
U slucˇaju kada je s(t) = 0 u (1.5) dobijamo specijalan slucˇaj rekurentnosti koji je takod¯e vazˇan
koncept kod mnogostrukosti sa linearnom koneksijom.




Ghi jl iX j = 0:
Definicija 1.5.4. Difeomorfizam f :M!M mnogostrukosti M i M sa linearnim koneksijama Ñ i Ñ
naziva se geodezijsko preslikavanje ako svaku geodezijsku liniju u odnosu na koneksiju Ñ preslikava
u liniju koja je geodezijska u odnosu na koneksiju Ñ.
Geometrijski objekti mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom koji su invarijantna
pri geodezijskim preslikavanjima jesu:
 Tomasov projektivni parametar definisan sa
P(X ;Y ) = ÑXY   1n+1
 




















1.5. Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom
 Vejlov tenzor projektivne krivine definisan sa
W (X ;Y )Z =R(X ;Y )Z+
1
n+1




















(nRi j+R ji)d hk   (nRik+Rki)d hj

:
Kako je u Rimanovom prostoru Ricˇijev tenzor simetricˇan, to Vejlov projektivni tenzor krivine Rima-
novog prostora dobija oblik
W (X ;Y )Z =R(X ;Y )Z  1
(n 1)
 
Ric(X ;Y ) Z Ric(X ;Z) Y;
ili u komponentama






Ri jd hk  Rikd hj

:
Visˇe o teoriji geodezijskih preslikavanja specijalnih Rimanovih prostora i njihovim uopsˇtenjima po-
gledati u [20, 21, 22, 26, 33, 35, 37, 41, 42].
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Poglavlje 2
Specijalna skoro geodezijska preslikavanja
prvog tipa mnogostrukosti sa linearnom
koneksijom
Uopsˇtavajuc´i pojam geodezijske linije N.S. Sinjukov je u radu [71] uveo pojam skoro geodezijske
linije mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom. Takod¯e, definisao je skoro geodezijsko
preslikavanje prostora sa simetricˇnom linearnom koneksijom kao preslikavanje f :M!M koje svaku
geodezijsku liniju mnogostrukosti M sa simetricˇnom linearnom koneksijom Ñ preslikava u skoro
geodezijsku liniju mnogostrukostiM sa simetricˇnom linearnom koneksijom Ñ. Veliki doprinos teoriji
skoro geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom su dali V.E.
Berezovski i J. Mikesˇ [4].
2.1 Skoro geodezijska preslikavanja mnogostrukosti
U ovoj sekciji prikazac´emo osnovne definicije skoro geodezijskih linija i osnovne jednacˇine skoro
geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom, koje su prezento-
vane u radu [5]. Originalne definicije koje je dao N.S. Sinjukov [71] mogu se nac´i u monografiji [72].
2.1.1 Skoro geodezijske linije mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom
koneksijom
Neka je (M;Ñ)mnogostrukost sa simetricˇnom linearnom koneksijom Ñ i neka je c : I!M glatka





6= 0; t 2 I: (2.1)
Oznacˇimo sa D = span(X1;X2) linearan (vektorski) prostor razapet vektorskim poljima X1 i X2 duzˇ
krive c. Za distribucijuD kazˇemo da je paralelna duzˇ krive c ako kovarijantni izvodi baznih vektorskih
polja X1 i X2 duzˇ krive c pripadaju distribuciji D [5].
Pojam paralelne distribucije omoguc´ava sledec´u definiciju skoro geodezijske linije koja se mozˇe
nac´i u radu [5].
Definicija 2.1.1. [5] Glatka kriva c na mnogostrukosti M sa simetricˇnom linearnom koneksijom Ñ,
koja zadovoljava uslov regularnosti (2.1), naziva se skoro geodezijskom linijom ako postoji dvodi-
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2.1. Skoro geodezijska preslikavanja mnogostrukosti
menziona (diferencijabilna) distribucija D paralelna duzˇ krive c (u odnosu na linearnu koneksiju Ñ)
tako da za bilo koji tangentni vektor krive c, njegova paralelna translacija duzˇ krive c (u bilo koju
drugu tacˇku) pripada distribuciji D.
Ekvivalentno, kriva c je skoro geodezijska linija ako postoje vektorska polja X1 i X2 paralelna duzˇ
krive c t.j. koja zadovoljavaju uslov [5]
ÑxXi = a jX j; (2.2)
za neke realne diferencijabilne funkcije a j(t), t 2 I, i realne diferencijabilne funkcije bi(t), t 2 I, takve
da je x = b1X1+b2X2.









Ako su vektorska polja x i x
1
linearno nezavisna u svakoj tacˇki krive c, onda kriva c nije geodezijska
linija, pa mozˇemo pisati D = span(fx ;x
1
g) [5]. Kriva c je skoro geodezijska linija ako i samo ako
x2 2 D [5].
2.1.2 Potrebni i dovoljni uslovi za skoro geodezijska preslikavanja
mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom
Kao sˇto smo vec´ napomenuli N.S. Sinjukov je 1963. godine uveo definiciju skoro geodezijskog
preslikavanja mnogostrukosti sa linearnom koneksijom bez torzije.
Definicija 2.1.2. [N.S. Sinjukov [71], 1963] Difeomorfizam f : M ! M mnogostrukosti sa linear-
nom koneksijom je skoro geodezijsko preslikavanje ako svaku geodezijsku liniju mnogostrukosti M
preslikava u skoro geodezijsku liniju mnogostrukosti M.
Ocˇigledno je da je skoro geodezijsko preslikavanje uopsˇtenje geodezijskog preslikavanja mno-
gostrukosti sa linearnom koneksijom. Postavlja se pitanje zasˇto N.S. Sinjukov nije definisao skoro
geodezijsko preslikavanje kao difeomorfizam f :M!M koji svaku skoro geodezijsku liniju mnogo-
strukostiM preslikava u skoro geodezijsku liniju mnogostrukostiM? Mozˇe se pokazati da bi se takvo
preslikavanje redukovalo na geodezijsko preslikavanje, jer je klasa skoro geodezijskih linija znatno
sˇira od klase geodezijskih linija mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom [42].
Koristec´i cˇinjenicu da je preslikavanje f :M!M difeomorfizam mnogostrukostiM iM, mozˇemo
prihvatiti uobicˇajenu konvenciju da su simetricˇne linearne koneksije Ñ i Ñ definisane na istoj mnogo-
strukosti M M. Tenzor deformacije koneksija Ñ i Ñ je tenzorsko polje tipa (1;2) koje se oznacˇava
sa P i odred¯eno je sa
P(X ;Y ) = Ñ(X ;Y ) Ñ(X ;Y ); X ;Y 2X (M): (2.4)
Pored tenzora deformacije koneksije, V.E. Berezovski, J. Mikesˇ i A. Vanzˇurova´ su koristili i tenzorsko
polje tipa (1;3), koje su oznacˇili istim simbolom P, a koje je definisano sa
P(X ;Y;Z) = å
CS(X ;Y;Z)
ÑZP(X ;Y )+P(P(X ;Y );Z); (2.5)
gde X ;Y;Z 2X (M) i åCS(;;) oznacˇava
å
CS(X ;Y;Z)
B(X ;Y;Z) = B(X ;Y;Z)+B(Y;Z;X)+B(Z;X ;Y ); (2.6)
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2.2. Slucˇaj mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom
za proizvoljno tenzorsko polje B tipa (r;s), pri cˇemu je r+ s 3.
Napomenimo da je N.S. Sinjukov koristio tenzorski racˇun za predstavljanje potrebnih i dovoljnih
uslova za egzistenciju skoro geodezijskih preslikavanja (videti monografiju [72]). V.E. Berezovski,
J. Mikesˇ i A. Vanzˇurova´ [5] su nedavno dali elegantnu formulaciju potrebnog i dovoljnog uslova za
egzistenciju skoro geodezijskog preslikavanja mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom.
Propozicija 2.1.1 ([5], 2014). Difeomorfizam f :M!M mnogostrukosti M i M sa simetricˇnim line-
arnim koneksijama Ñ i Ñ, respektivno, je skoro geodezijsko preslikavanje ako i samo ako vazˇi sledec´i
uslov
P(X1;X2;X3)^P(X4;X5)^X6 = 0; Xi 2X (M); i= 1; : : : ;6;
gde je P(X1;X2;X3) odred¯eno sa (2.5), P(X4;X5) je definisano sa (2.4) i ^ oznacˇava spoljasˇnji proi-
zvod.
Klasifikacija skoro geodezijskih preslikavanja N.S. Sinjukov [72] je odredio tri tipa skoro geo-
dezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom, oznacˇivsˇi klase tipova
skoro geodezijskih preslikavanja sa p1, p2 i p3. Klasifikaciju razlicˇitih tipova skoro geodezijskih pre-
slikavanja je izvrsˇio u odnosu na tenzor deformacije koneksije (detalji se mogu nac´i u monografijama
[42] i [72]).
Doprinos V.E. Berezovskog i J. Mikesˇa klasifikaciji skoro geodezijskih preslikavanja
mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom: V.E. Berezovski i J. Mikesˇ su u radu [2]
pokazali da ukoliko je dimenzija afino povezane mnogostrukosti bez torzije vec´a od 5, ne postoje
drugi tipovi skoro geodezijskih preslikavanja osim p1, p2 i p3.
2.2 Slucˇaj mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom
koneksijom
Posmatrajuc´i skoro geodezijska preslikavanja mnogostrukosti sa linearnom koneksijom, pretpo-
stavljajuc´i da koneksija nije nuzˇno simetricˇna M.S. Stankovic´ je u radovima [74, 75, 76] dobio rezul-
tate koji su analogni rezultatima N.S. Sinjukova koji se ticˇu skoro geodezijskih preslikavanja mnogo-
strukosti sa simetricˇnom linearna koneksijom, a koji se mogu nac´i u monografiji [72].




) mnogostrukost sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom Ñ
1
i neka je l : xh = xh(t),
t 2 I, glatka kriva na mnogostrukosti M. Ako sa jj
q
oznacˇimo kovarijantni izvod vrste q , q = 1;2 u
odnosu na nesimetricˇnu linearnu koneksiju Ñ
1
, kriva l je skoro geodezijska linija vrste q , q 2 f1;2g,
ako tangentni vektor l h(t) = dxh(t)=dt 6= 0, krive l zadovoljava jednacˇinu [75]
l h(2) = a(t)l h+b(t)l
h
(1);
gde je l h(1) = l hj
q
jpl




jpl p, q 2 f1;2g, dok su a(t) i b(t) funkcije realnog parametra t.
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respektivno, i neka je dim(M) = dim(M) = n > 2. Difeomorfizam f : M ! M je skoro geodezijsko
preslikavanje vrste q , q 2 f1;2g, ako svaku geodezijsku liniju mnogostrukosti M preslikava u skoro
geodezijsku liniju vrste q , q 2 f1;2g, mnogostrukosti M.
MnogostrukostiM iM mozˇemo posmatrati u zajednicˇkom sistemu koordinata u odnosu na presli-





Potreban i dovoljan uslov da bi preslikavanje f :M!M bilo skoro geodezijsko je dat u Teoremi 2.2.1.
Teorema 2.2.1. [74] Preslikavanje f : M ! M mnogostrukosti M i M sa nesimetricˇnim linearnim
koneksijama je skoro geodezijsko preslikavanje vrste q , q 2f1;2g ako i samo ako komponente tenzora








albl g = bPiabl
alb +al h;
gde su a i b invarijante (skalarne funkcije).
2.2.2 Specijalna klasa skoro geodezijskih preslikavanja prvog tipa
mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom
V.E. Berezovski i J. Mikesˇ su u radu [3] definisali specijalan tip skoro geodezijskih preslikavanja
prvog tipa mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom, zahtevajuc´i da komponente tenzora





pn = a jmd in;
gde ; oznacˇava kovarijantni izvod u odnosu na simetricˇnu linearnu koneksiju Ñ, a jm je tenzor tipa
(0;2) i d in je Kronekerova delta. V.E. Berezovski i J. Mikesˇ su odgovarajuc´u klasu skoro geodezijskih
preslikavanja oznacˇili p1 [3].
U radu [64] su uvedena specijalna skoro geodezijska preslikavanja prvog tipa mnogostrukosti






zavisnosti od toga da li se radi o skoro geodezijskim preslikavanjima prve ili druge vrste. Komponente
tenzora deformacije Pijm = L
i
jm Lijm, pri preslikavanju mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom










p j = a jmd in; (2.7)
gde je sa j
1
oznacˇen kovarijantni izvod prve vrste u odnosu na nesimetricˇnu linearnu koneksiju Ñ
1
, a jm
je tenzor tipa (0;2) i d in je Kronekerova delta.
Sa ciljem da dobijemo uslove integrabilnosti relacije (2.7), diferencirajmo pomenutu relaciju ko-
ristec´i prvu vrstu kovarijantnog diferenciranja. Zatim izvrsˇimo kontrakciju po indeksima i i k. Nakon
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jm;n Lijn;m+LpjmLipn LpjnLipm prvi tenzor krivine i T ijm = Lijm Lim j je tenzor torzije
koji odgovara komponentama nesimetricˇne linearne koneksije Lijm.
Jednacˇine (2.7) i (2.8) predstavljaju sistem diferencijalnih jednacˇina Kosˇijevog tipa u odnosu na
kovarijantni izvod prve vrste. Na osnovu prethodne diskusije mozˇe se formulisati sledec´a
Teorema 2.2.2. [64] Neka su M i M dve n-dimenzione mnogostrukosti snabdevene koeficijentima
nesimetricˇnih linearnih koneksija Lijm i L
i
jm, respektivno. Mnogostrukost M dopusˇta skoro geode-
zijsko preslikavanje tipa p1 na mnogostrukost M ako i samo ako postoji resˇenje P
i
jm i a jm sistema
diferencijalnih jednacˇina Kosˇijevog tipa (2.7) i (2.8).








mqk T qqka jm+T pqkPrmpPqr j =















































































   Psq[kPrsn] Ps[nk]PrsqPprmPqp j+arm Pr[nqPqk] j Prq[nPqk] j
   Pr[nqPsmk] Prq[nPsmk]PpsrPqp j+2Pr[nk]Pprmap j   Pr[nqPsjk] Prq[nPsjk]PprmPqsp








































r j amnPqq j+amqPqn j






































2.2.3 Relacije med¯u tenzorima krivine mnogostrukosti sa nesimetricˇnom
linearnom koneksijom pri skoro geodezijskim preslikavanjima tipa p1
U ovom pododeljku c´emo dokazati relacije koje zadovoljavaju tenzori krivine nesimetricˇne line-
arne koneksije pri skoro geodezijskim preslikavanjima tipa p
1

1. Kod mnogostrukosti sa nesimetricˇnom
linearnom koneksijom sve cˇetiri vrste kovarijantnog diferenciranja mogu se izraziti pomoc´u prve vrste
kovarijantnog diferenciranja. Shodno tome, dovoljno je posmatrati skoro geodezijska preslikavanja
prve vrste. Na dalje c´emo takvu klasu preslikavanja oznacˇavati jednostavno p1 smatrajuc´i da se radi
o specijalnim skoro geodezijskim preslikavanjima prve vrste.
Kao sˇto c´emo videti nije tesˇko dokazati relacije koje zadovoljavaju tenzori krivine mnogostrukosti
sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom pri skoro geodezijskim preslikavanjima tipa p1.
Teorema 2.2.3. [64] Neka su M i M dve n-dimenzione mnogostrukosti, snabdevene u svakoj karti
komponentama nesimetricˇnih linearnih koneksija Lijm i L
i
jm, respektivno. Ako je difeomorfizam f :




















jmn+amjd in  PpjnPipm+T inpPpm j T pnmPip j T pn jPimp
 an jd im +PpjmPipn T impPpn j+T pmnPip j+T pm jPinp+Ppm jPinp







jmn+a jmd in  PpmnPip j+T inpPpjm T pn jPipm T pnmPijp










jmn+a jmd in  PpmnPip j+T inpPpjm T pn jPipm T pnmPijp














a jmd in  PpmnPip j T pn jPipm T pnmPijp a jnd im
+PpnmP
i
p j T impPpjn+amjd in  PpjnPipm
+T inpP
p
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Prema (2.7) relacija (2.14) postaje (2.9).
















np Ppn jPimp+T pnmPip j: (2.15)



























np Ppn jPimp+T pnmPip j:
Sada na isti nacˇin kao u prethodnom slucˇaju dokazujemo relaciju (2.10).














































np Ppn jPipm+PpnmT ip j+PpnmPi[p j]:
(2.17)
Sada, iz (2.7) i (2.17) sledi (2.11).
Analogno mozˇemo dokazati relaciju (2.12).



































































Sada, iz (2.7) i (2.19) dobijamo (2.13), cˇime se dokaz teoreme zavrsˇava.
U Lemi 2.2.1 c´emo dokazati relacije koje se odnose na tenzor a jm koji figurisˇe u relaciji (2.7), a
koje c´emo u nastavku koristiti.
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jm PpjqPqpm+T qqpPpm j T pqmPqp j T pq jPqmp
+PpjmP
q
pq T qmpPpq j+T pmqPqp j+T pm jPqqp+Ppm jPqqp











mj PpjqPqpm+T qqpPpm j T pqmPqp j
 T pq jPqmp+Ppm jPqpq+Ppm jPqqp PpqmPqp j+Ppq jT qpm+Ppq jPq[pm]

 PpmqPqp j+T qqpPpjm T pq jPqpm T pqmPqjp+PpjmPqpq+PpjmPqqp



































 PpmqPqp j T pq jPqpm T pqmPqjp
+PpqmP
q



















jmp, q = 1; : : : ;5.









cˇime je dokazana prva relacija ove leme. Druga relacija se dokazuje analogno, a da bismo dokazali

























qp Ppq jPqpm+PpqmT qp j+PpqmPq[p j];
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 T pqmPqp j T pq jPqmp+Ppm jPqpq+Ppm jPqqp PpqmPqp j+Ppq jT qpm+Ppq jPq[pm]









cˇime je dokazana trec´a relacija ove leme. Na isti nacˇin mozˇemo dokazati preostale relacije.
Invarijantni geometrijski objekti skoro geodezijskog preslikavanja tipa ep1 mnogostrukosti sa
nesimetricˇnom linearnom koneksijom
Neka je f :M!M skoro geodezijsko preslikavanje mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom









Podklasu klase skoro geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom konek-
sijom tipa p1 odred¯enu uslovom (2.20) u odnosu na tenzor deformacije koneksije oznacˇavac´emo ep1 .
Definicija 2.2.2. [64] Skoro geodezijsko preslikavanje f :M!M mnogostrukosti sa nesimetricˇnom
linearnom koneksijom je ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje ako je u zajednicˇkom koordi-
natnom sistemu pri preslikavanju f ispunjen uslov
T ijm = T
i
jm; (2.21)
gde su T ijm i T
i
jm tenzori torzija mnogostrukosti M i M, respektivno.
Tenzor deformacije koneksije Pijm pri ekvitorzionom skoro geodezijskom preslikavanju je sime-


















jmn+a jmd in  a jnd im +T pmnPijp; (2.24)
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jmn je definisan na isti nacˇin.













d im  T inpLpm j+T pnmLip j+T pn jLimp
+T impL
p











jm T qpqLpm j+T pqmLqp j+T pq jLqmp+T qmpLpq j










n +w3 n j
































n +w4 n j
d im  T inpLpjm T pn jLipm








































































































Konacˇno, mozˇe se formulisati sledec´a
Teorema 2.2.4. [64] Geometrijski objekti W
q
i
jmn;q = 1; : : : ;5, mnogostrukosti sa nesimetricˇnom line-
arnom koneksijom M, definisani sa (2.27), (2.28), (2.29), (2.30) i (2.31), respektivno, su invarijantni
pri ekvitorzionom skoro geodezijskom preslikavanju f :M!M tipa ep1 .
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Poglavlje 3
Generalisani elipticˇki Kelerovi prostori
Klasicˇne (elipticˇke) Kelerove prostore je prvi razmatrao ruski matematicˇar P.A. Sˇirokov pod ime-
nom A-prostori, dok je nezavisno od njega te iste prostore posmatrao nemacˇki matematicˇar E. Keler,
videti [42]. Med¯utim, u literaturi se ustalio naziv Kelerovi prostori u cˇast nemacˇkog matematicˇara E.
Kelera.
Rimanov prostor (M;g) realne dimenzije 2n 4 naziva se Kelerov prostor ako pored metrike g na




gde je Ñ koneksija Levi-Cˇivita odred¯ena metrikom g, dok je X proizvoljno tangentno vektorsko polje
na mnogostrukosti M. Holomorfno projektivna preslikavanja elipticˇkih Kelerovih prostora su ve-
oma izucˇavana poslednjih nekoliko decenija, videti na primer [36, 41, 42]. Holomorfno projektivna
preslikavanja med¯u generalisanim elipticˇkim Kelerovim prostorima su izucˇavana u radovima. Oso-
bina ocˇuvanja torzije generalisanih Rimanovih prostora je potpuno nezavisna od vrste preslikavanja
koju posmatramo tako da su u radovima [52, 79, 81, 82] posmatrana ekvitorziona holomorfno pro-
jektivna preslikavanja generalisanih elipticˇkih Kelerovih prostora, dok su radovi [80, 91] posvec´eni
ekvitorzionim konformnim i koncirkularnim preslikavanjima generalisanih Rimanovih prostora.
3.1 HP preslikavanja generalisanih elipticˇkih Kelerovih prostora
Generalisani elipticˇki Kelerovi prostori su definisani u radu [52], koristec´i definiciju uobicˇajene
Kelerove mnogostrukosti i definiciju generalisanog Rimanovog prostora.
Definicija 3.1.1 (Generalisani Kelerov prostor). [52] Generalisana Rimanova mnogostrukost M sa
nesimetricˇnim osnovnim tenzorom gi j naziva se generalisani Kelerov prostor ako postoji tenzor Fhi
tipa (1;1) na mnogostrukosti M takav da vazˇi
FhpF
p





j = gi j ; g









j = 0; (3.3)
gde j
q
oznacˇava kovarijantno diferenciranje vrste q (q 2 f1;2g) u odnosu na metricˇki tenzor gi j.
34
3.1. HP preslikavanja generalisanih elipticˇkih Kelerovih prostora
Jednacˇine (3.1) i (3.2) ocˇigledno impliciraju




F i j+F ji = 0; gde je F i j = gipF jp : (3.5)
Definicija 3.1.2 (Holomorfno planarna kriva). [52, 72] Kriva l : xh = xh(t), t 2 I generalisanog Ke-
lerovog prostora GKn = (M;g;F) koja ispunjava uslov regularnosti l h(t) = dx
h(t)
dt 6= 0; t 2 I naziva




+Ghpql pl q = r1(t)l h+r2(t)Fhp l
p;
gde su r1 i r2 neke funkcije parametra t.
Definicija 3.1.3 (Holomorfno projektivno preslikavanje). [52, 72]Difeomorfizam f :GKn!GKn ge-
neralisanih Kelerovih prostoraGKn = (M;g;F) iGKn = (M;g;F) naziva se holomorfno projektivno
(HP) preslikavanje ako svaku holomorfno planarnu krivu mnogostrukosti M preslikava u holomorfno
planarnu krivu mnogostrukosti M.
Neka su M i M dve generalisane Kelerove mnogostrukosti realne dimenzije 2n 4, sa metricˇkim
tenzorima gi j i gi j, respektivno. Posmatrajmo mnogostrukosti M i M u zajednicˇkom koordinatnom
sistemu pri preslikavanju f :M!M.
Teorema 3.1.1. [52, 72]Generalisani Kelerov prostorGKn dopusˇta HP preslikavanje na generalisani
Kelerov prostorGKn ako i samo ako u zajednicˇkom pri preslikavanju sistemu koordinata generalisani
Kristofelovi simboli prostora GKn i GKn ispunjavaju
Ghi j = G
h
i j+y(id hj)  ypF p(iFhj)+x hi j; (3.6)
gde je yi kovektor i x hi j je antisimetricˇan tenzor, odred¯en sa
x hi j =
1
2
(Gh[i j] Gh[i j]): (3.7)



















U radu [62] smo koristili dve vrste kovarijantnog diferenciranja da izvedemo dva ekvivalentna
oblika potrebnih i dovoljnih uslova za egzistenciju HP preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora.
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Teorema 3.1.2. [62] Generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) dopusˇta HP preslikavanje na
generalisani Kelerov prostorGKn=(M;g;F) ako i samo ako u zajednicˇkom pri preslikavanju sistemu
koordinata simetricˇan deo gi j metricˇkog tenzora gi j ispunjava
gi jj
1
k = 2ykgi j+
 
yig jk ypF pi F pk gp j+gp jx pik

(i j); (3.11)
gde je yi kovektor odred¯en sa (3.9) i x hi j je antisimetricˇan tenzor odred¯en sa (3.7).
Dokaz. Oznacˇimo sa jj
1















Zamenjujuc´i (3.6) u prethodnu jednacˇinu i uzimajuc´i u obzir gi jjj
1
k = 0 i relaciju (3.4) dobijamo (3.11).
Da dokazˇemo obrnuti smer uvedimo pomoc´ni tenzor
Qi jk = gkp
 









Posˇto je tenzor x hi j antisimetricˇan deo tenzora deformacije Phi j = Ghi j Ghi j, mozˇemo zakljucˇiti da je
Qi jk = gkp
 







t.j. tenzor Qi jk je simetricˇan u odnosu na indekse i i j.




























Sa druge strane imamo
gi jj
1









Iz (3.12) i (3.13) zakljucˇujemo da je Qik j +Q jki = 0, t.j. tenzor Qi jk je antisimetricˇan u odnosu na
indekse i i k.
Sada, mozˇemo zakljucˇiti da tenzor Qi jk zadovoljava
Qi jk = Q jik = Qki j = Qik j = Q jki = Qk ji = Qi jk;
t.j.
Qi jk = gkp
 









sˇto dalje implicira (3.6), cˇime se zavrsˇava dokaz.
Analogno se dokazuje sledec´a
Teorema 3.1.3. [62] Generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) dopusˇta HP preslikavanje na
generalisani Kelerov prostorGKn=(M;g;F) ako i samo ako u zajednicˇkom pri preslikavanju sistemu
koordinata simetricˇan deo gi j metricˇkog tenzora gi j zadovoljava
gi jj
2
k = 2ykgi j+
 
yig jk ypF pi F pk gp j gp jx pik

(i j); (3.14)
gde je yi kovektor odred¯en sa (3.9) i x hi j je antisimetricˇan tenzor odred¯en sa (3.7).
Primedba 3.1.1. [62] Iz (3.9) se vidi da kovektor yi zavisi od metrike g, pa mozˇemo zakljucˇiti da su
sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacˇina (3.11) i (3.14) nelinearni.
36
3.2. Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora
3.2 Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih Kelerovih
prostora
HP preslikavanje generalisanih Kelerovih prostora koje ocˇuvava tenzor torzije naziva se ekvi-
torziono HP preslikavanje [79].
Posledica 3.2.1. [62]Generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) dopusˇta ekvitorziono HP pre-
slikavanje na generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) ako i samo ako u zajednicˇkom pri pre-
slikavanju sistemu koordinata generalisani Kristofelovi simboli druge vrste prostora GKn i GKn
zadovoljavaju
Ghi j = G
h
i j+y(id hj)  ypF p(iFhj); (3.15)
gde je yi kovektor odred¯en sa (3.9).
U slucˇaju HP preslikavanja Kelerovih prostora jednacˇine analogone jednacˇinama Levi-Cˇivita koje
vazˇe u teoriji geodezijskih preslikavanja su date u Teoremi 3.2.1.
Teorema 3.2.1. [7] Generalisani Kelerov prostor Kn = (M;g;F) dopusˇta HP preslikavanje na gene-
ralisani Kelerov prostor Kn = (M;g;F) ako i samo ako metricˇki tenzor gi j prostora Kn ispunjava

















gde je n= dim(M) = dim(M).
Posledica 3.2.2 i Posledica 3.2.3 direktno slede iz Teoreme 3.1.2 i Teoreme 3.1.3.
Posledica 3.2.2. [62] Generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) dopusˇta HP preslikavanje na
generalisani Kelerov prostorGKn=(M;g;F) ako i samo ako u zajednicˇkom pri preslikavanju sistemu
koordinata simetricˇan deo gi j metricˇkog tenzora gi j zadovoljava
gi jj
1
k = 2ykgi j+
 
yig jk ypF pi F pk gp j

(i j); (3.17)
gde je yi kovektor odred¯en sa (3.9).
Posledica 3.2.3. [62] Generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) dopusˇta HP preslikavanje na
generalisani Kelerov prostorGKn=(M;g;F) ako i samo ako u zajednicˇkom pri preslikavanju sistemu
koordinata simetricˇan deo gi j metricˇkog tenzora gi j zadovoljava
gi jj
2
k = 2ykgi j+
 
yig jk ypF pi F pk gp j

(i j); (3.18)
gde je yi kovektor odred¯en sa (3.9).
Primedba 3.2.1. [62] Na isti nacˇin kao u Primedbi 3.1.1 mozˇemo zakljucˇiti da su sistemi parcijalnih
diferencijalnih jednacˇina (3.17) i (3.18) nelinearni.
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Pratec´i ideju korisˇc´enu u radu [7] transformisac´emo sisteme parcijalnih diferencijalnih jednacˇina
(3.17) i (3.18) u linearne sisteme parcijalnih diferencijalnih jednacˇina. Prvo c´emo dokazati jedan
pomoc´ni rezultat, koji je produzˇenje rezultata koji vazˇi u slucˇaju uobicˇajenih Rimanovih mnogostru-
kosti [41].
Lema 3.2.1. [41] Neka su M i M dve Rimanove mnogostrukosti sa metricˇkim tenzorima gi j i gi j,
respektivno. Stavimo egi j = e 2ygi j i oznacˇimo sa ; kovarijantno diferenciranje u odnosu na metricˇki
tenzor gi j. Tada vazˇi  egi j;k = egpq;kegpiegq j; (3.19)
gde je egi j tenzor tipa (2;0) dualan tenzoru egi j.
Lema 3.2.2. [62] Neka su M i M dve generalisane Rimanove mnogostrukosti sa nesimetricˇnim osnov-
nim tenzorima gi j i gi j, respektivno. Stavimo egi j = e 2ygi j i oznacˇimo sa j
q
kovarijantno diferencira-




kegpiegq j; q = 1;2; (3.20)
gde je egi j tenzor tipa (2;0) dualan tenzoru egi j.
Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Leme 3.2.1. Kada primenimo kovarijantno diferenciranje vrste q
(q 2 f1;2g) na relaciju egipegp j = d ji ;
dobijamo egip j
q
kegp j+ egip(egp j) j
q
k = 0;
Kompozicijom u poslednjoj relaciji sa egiq, dobijamo
0=egqp j
q





kegp jegqi+d ip  egp j j
q
k = egqp j
q
kegp jegqi+  egi j j
q
k;
cˇime se dokaz zavrsˇava.
V.V. Domasˇev i J. Mikesˇ [7] su potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju HP preslikavanja Kele-
rovih prostora dali u obliku koji je naveden u Teoremi 3.2.2.
Teorema 3.2.2. [7] Kelerov prostorKn = (M;g;F) dopusˇta netrivijalno HP preslikavanje na Kelerov
prostor Kn = (M;g;F) ako i samo ako u zajednicˇkom pri preslikavanju sistemu koordinata vazˇi
ai j;k = (lig jk)(i j)+l (iFj)k; (3.21)
gde je
ai j = egpqgpigq j; egi j = e2ygi j li = ypegpqgqi =  apqgpqj
1
i;
l i = lqFqi = ysFspegpqgqi; Fk j = F pk gp j;
dok su kovektor yi i funkcija y definisani sa (3.9) i (3.10), tim redom.
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Sada mozˇemo dokazati glavni rezultat ovog odeljka.
Teorema 3.2.3. [62] Neka su GKn = (M;g;F) i GKn = (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori i
neka je f :M!M ekvitorziono preslikavanje. Preslikavanje f je holomorfno projektivno ako i samo
ako u zajednicˇkom pri preslikavanju sistemu koordinata vazˇi
ai jj
1
k = (lig jk)(i j)+l (iFj)k; (3.22)
gde smo oznacˇili
ai j = egpqgpigq j; egi j = e2ygi j li = ypegpqgqi =  apqgpqj
1
i;
l i = lqFqi = ysFspegpqgqi; Fk j = F pk gp j;
dok su kovektor yi i funkcija y definisani sa (3.9) i (3.10), tim redom.
Dokaz. Na osnovu Posledice 3.2.2 generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) dopusˇta ekvitorzi-
ono HP preslikavanje na generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) ako i samo ako je ispunjen
uslov (3.17).
Sledec´i ideju V.V. Domasˇeva i J. Mikesˇa [7] stavimo
egi j = e 2ygi j; (3.23)
gde je funkcija funkcija y data sa (3.10).
Tenzor egi j ocˇigledno zadovoljava
egi jj
1
k = 2ykegi j+  yiegk j yqFq(iF pk)egp j(i j): (3.24)




ypegpid jk  ypF pq egqiF jk (i j):
Nakon spusˇtanja indekasa i i j u prethodnoj jednacˇini i korisˇc´enjem cˇinjenice da je metricˇki tenzor




ypegpqgqigk j ypF pq egqsgsiF tkgt j(i j); (3.25)












=  Fjk i oznacˇili
ai j = egpqgpigq j; li = ypegpqgqi; l i = ysFspegpqgqi: (3.27)
Iz teorije F-planarnih preslikavanja sledi da se kompleksna struktura ocˇuvava pri HP preslikavanju
generalisanih Kelerovih prostora GKn = (M;g;F) i GKn = (M;g;F), videti [42]. U slucˇaju prostora
GKn = (M;g;F = F) jednacˇina (3.5) glasi
gipF jp +g
jqF iq = 0;
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sˇto dalje implicira egipF jp + eg jqF iq = 0: (3.28)
Sada mozˇemo izraziti vektor l i sa
l i
(3.27)
=  ysFspegpqgqi (3.28)= ysFqp egspgqi (3.2)=  ysegspgpqFqi (3.27)= lqFqi : (3.29)
Kontrakcijom u (3.26) sa gi j i uzimajuc´i u obzir da je tenzor gi j kovarijantno konstantan u odnosu na




















sˇto dokazuje da je lk gradijentni vektor.





















= e2ygpqgpigq j = ai j;
cˇime se dokaz direktnog dela ove teoreme zavrsˇava.
Da bismo dokazali suprotan smer oznacˇimo egpq = apqgpigq j, gde je ai j simetricˇan tenzor. Prema
tome tenzor egi j je takod¯e simetricˇan. Tenzor egi j ocˇigledno zadovoljava (3.25). Nakon podizanja
indekasa i korisˇc´enja Leme 3.2.2, iz jednacˇine (3.25) dobijamo (3.24).
Kristofelovi simboli eGhi j metrike eg i generalisani Kristofelovi simboli Ghi j metrike g zadovoljavaju
eGpp j = 12¶ j ln(deteg); Gqq j = 12¶ j ln(detg);


























Sada mozˇemo lako proveriti da relacija (3.17) vazˇi, sˇto dokazuje da je preslikavanje f holomorfno
projektivno.
Analogno se mozˇe dokazati sledec´a
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Teorema 3.2.4. [62] Neka su GKn = (M;g;F) i GKn = (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori i




k = (lig jk)(i j)+l (iFj)k; (3.31)
pri cˇemu je egi j = e2ygi j; ai j = egpqgpigq j; li = ypegpqgqi =  apqgpqj
2
i;
l i = lqFqi = ysFspegpqgqi; Fk j = F pk gp j;
Primedba 3.2.2. [62] Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacˇina (3.22) i (3.31) su linearni u od-
nosu na nepoznati tenzor ai j tipa (2;0), sa koeficijentima koji zavise od metricˇkog tenzora gi j.
3.3 Generalisani elipticˇki Kelerovi prostori u Ajzenhartovom
smislu
Primetimo da su linearna koneksija Ñ
1
, a samim tim i koneksija Ñ
2
generalisanovog Kelerovog pro-
stora odred¯ene generalisanom Rimanovom metrikom. Uslovi Ñ
1
F = 0 i Ñ
2
F = 0 su dosta restriktivni
u odnosu na kompleksnu strukturu F generalisanog Kelerovog prostora uvedenog Definicijom 3.1.1.
U dokazu Teoreme 18.4 u [77] je primec´eno da iz uslova Ñ
1
F = 0 i Ñ
2
F = 0 sledi ÑF = 0, pri cˇemu Ñ




. S tim u vezi vazˇi i rezultat naveden
u Lemi 3.3.1.







(iii) ÑF = 0.


















XY = ÑXY   12T1 (X ;Y ); (3.33)
tim redom.
Na osnovu Leme 3.3.1 definisac´emo opsˇtije generalisane Kelerove prostore od onih koji su defi-
nisani u radu [52].
Definicija 3.3.1. Generalisani Rimanov prostor (M;g) naziva se generalisani Kelerov prostor u Ajzen-
hartovom smislu ako na mnogostrukosti M postoji tenzorsko polje F tipa (1;1) koje zadovoljava
F2 =  I; (3.34)
g(FX ;FY ) =g(X ;Y ); (3.35)
ÑF =0; (3.36)
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gde je Ñ koneksija Levi-Cˇivita koja odgovara simetricˇnom delu g metrike g i I je identicˇan operator.
Teorema 3.3.1. Tenzori krivine R
q
; q = 1; : : : ;4 i tenzor torzije T
1
generalisanog Kelerovog prostora
u Ajzenhartovom smislu (M;g;F) zadovoljavaju relacije
R
1






































































































pri cˇemu je S
2
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(Y;X)FZ = 0; (3.41)
dobijamo relaciju (3.37).


















dobijamo dokaz relacije (3.38).














koji zajedno sa relacijama (3.32), (3.33) i (3.36) implicira (3.39).








































gde smo iskoristili (3.36).




























































































































dobijamo (3.38), cˇime kompletiramo dokaz.
U Posledici 3.3.1 su navedene relacije koje ispunjavaju tenzori krivine R
q
, q = 1; : : : ;4 tipa (0;4)
i tenzor torzije T
1
tipa (0;3), pri cˇemu su tenzorska polja S
q
, q = 2; : : : ;4 tipa (0;4) koja odgovaraju
tenzorskim poljima S
q
, q = 2; : : : ;4, iz Teoreme 3.3.1, odred¯ena sa
S
q
(X ;Y;Z;W ) := g(S
q
(X ;Y )Z;W ); q = 2; : : : ;4: (3.44)
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Posledica 3.3.1. Tenzori krivine R
q
, q = 1; : : : ;4 tipa (0;4), tenzori torzije tipa (1;2) i (0;3), i ten-
zorska polja S
q






















































(Y;X ;Z;FW ) =S
3
(W;Z;Y;X):
Dokaz. Dokaz direktno sledi iz Teoreme 3.3.1 koristec´i osobine tenzora krivine i (3.34) i (3.35).
3.4 HP preslikavanja generalisanih elipticˇkih Kelerovih prostora
u Ajzenhartovom smislu
U slucˇaju generalisanih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu takod¯e imamo invarijantan
geometrijski objekat koji je analogan Tomasovom projektivnom parametru teorije geodezijskih pre-
slikavanja.
Teorema 3.4.1. [79] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom





















invarijantan pri preslikavanju f .
3.4.1 Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih elipticˇkih Kelerovih
prostora u Ajzenhartovom smislu
U ovom pododeljku c´emo posmatrati ekvitorziona HP preslikavanja med¯u generalisanim Kele-
rovim prostorima u Ajzenhartovom smislu i potrazˇiti geometrijske objekte koji su invarijantni pri
takvim preslikavanjima.
Teorema 3.4.2. Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu




























































































































































































invarijantan pri preslikavanju f .
Analogno, mozˇemo razmatrati tenzor krivine druge vrste i na taj nacˇin dobiti josˇ jedan geometrij-
ski objekat koji je invarijantan pri ekvitorzionom HP preslikavanju generalisanih Kelerovih prostora
u Ajzenhartovom smislu.
Teorema 3.4.3. Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu
































































































































































































invarijantan pri preslikavanju f .
Tenzori krivine trec´e i cˇetvrte vrste c´e nam omoguc´iti da pronad¯emo josˇ neke invarijantne geome-
trijske objekte ekvitorzionog HP preslikavanja.
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Teorema 3.4.4. Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu




































































































































































































































; q = 3;4;
invarijantni pri preslikavanju f .
Konacˇno, peti tenzor krivine generalisanog Kelerovog prostora u Ajzenhartovom smislu c´e nam
dati tenzor koji je analogan tenzoru holomorfne krivine obicˇnog Kelerovog prostora.
Teorema 3.4.5. Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu






















invarijantan pri preslikavanju f .




generalisanih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu (M;g;F) i
(M;g;F), respektivno, zadovoljavaju relaciju
R
5


























































Posˇto je preslikavanje f ekvitorziono, bilinearna forma P
1
je simetricˇna, prema tome poslednja relacija
se mozˇe zapisati u sledec´em obliku
R
5


















































Ostatak dokaza je ostavljen cˇitaocu.
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Poglavlje 4
Generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori
U radu [58] smo definisali generalisane hiperbolicˇke Kelerove prostore kao specijalan slucˇaj
Ajzenhartovih generalisanih Rimanovih prostora i dodatnim uslovima u odnosu na skoro-produkt
strukturu. U ovom poglavlju c´emo prezentovati rezultate rada [58]. Posˇto je generalisani hiperbolicˇki
Kelerov prostor snabdeven nesimetricˇnom metrikom, on dopusˇta pet linearno nezavisnih tenzora kri-
vine. Najpre c´emo prezentovati osobine tenzora krivine, kao i odgovarajuc´ih Ricˇijevih tenzora gene-
ralisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora. Zatim c´emo posmatrati HP kao i ekvitorziona HP presli-
kavanja med¯u generalisanim hiperbolicˇkim Kelerovim prostorima i pronac´i geometrijske objekte koji
su invarijantni pri takvim preslikavanjima.
4.1 Generalisanih hiperbolicˇki Kelerovi prostori
Mnogostrukost M dimenzije n naziva se lokalno produkt prostor ako se mozˇe pokriti sistemom









(ux); det j¶aua0 j 6= 0; det j¶xux0 j 6= 0;
gde indeksi a;b;c uzimaju vrednosti 1;2; : : : ; p, dok indeksi x;y;z uzimaju vrednosti p+1; p+2; : : : ; p+
q= n.
Lokalno produkt prostor naziva se hiperbolicˇki Kelerov prostor ako postoji pozitivno definitna












gde je Ñ operator kovarijantnog diferenciranja u odnosu na koneksiju Levi-Cˇivita koja odgovara me-
tricˇkom tenzoru gi j.
Kao sˇto je dobro poznato za Kelerove mnogostrukosti se vezuje algebra kompleksnih brojeva.
Skup kompleksnih brojeva
fa+ ib j a;b 2 R; i2 = 1g;
cˇini komutativnu asocijativnu algebru nad R dimenzije dva [89]. Sˇtavisˇe, skup kompleksnih brojeva
cˇini polje. Godine 1948. P.K. Rasˇajski je bio prvi koji je posmatrao slicˇnu vrstu mnogostrukosti, ali
ovog puta povezanih sa algebrom dvostrukih brojeva [6], odnosno skupom para-kompleksnih brojeva
fa+ ib j a;b 2 R; i2 = 1g;
48
4.1. Generalisanih hiperbolicˇki Kelerovi prostori
koji cˇini komutativnu asocijativnu algebru dimenzije dva [89]. Algebra para-kompleksnih brojeva
ima delitelje nule, tako da ne cˇini polje [89].
Godine 1949. B.A. Rozenfild je dao eksplicitnu definiciju para-Kelerovih mnogostrukosti [6]. On
je uporedio definiciju koju je dao P.K. Rasˇajski sa Kelerovom definicijom i zakljucˇio da su prostori
koje je uveo P.K. Rasˇajski (lokalno) realni modeli para-Kelerovih mnogostrukosti. Pregled para-
kompleksne geometrije je dat u [6].
T. Otsuki i J. Tasˇiro su uveli pojam holomorfno (analiticˇki) planarne krive, cˇime su otpocˇeli teo-
riju holomorfno projektivnih preslikavanja klasicˇnih Kelerovih prostora. U odred¯enom vremenskom
periodu XX veka jedan od glavnih istrazˇivacˇkih pravaca sovjetske i japanske sˇkole diferencijalne
geometrije bio je izucˇavanje holomorfno projektivnih preslikavanja.
M. Prvanovic´ [67] je 1971. godine otpocˇela teoriju holomorfno projektivnih preslikavanja med¯u
lokalno produkt prostorima, a kao specijalan slucˇaj posmatrala je holomorfno projektivna preslikava-
nja hiperbolicˇkih Kelerovih prostora. Izmed¯u ostalog, M. Prvanovic´ je u radu [67] uvela pojam para-
holomorfnog tenzora krivine i eksplicitno izrazila tenzor krivine prostora konstantne para-holomorfne
sekcione krivine. Kada govorimo o preslikavanjima hiperbolicˇkih Kelerovih prostora koja ocˇuvavaju
holomorfno (analiticˇki) planarne krive, posˇtujuc´i terminologiju koju je uvela M. Prvanovic´ u radu [67]
koristic´emo termin ”holomorfno projektivna preslikavanja“, iako se u danasˇnje vreme za takva presli-
kavanja sve cˇesˇc´e koriristi termin ”para-holomorfno projektivna preslikavanja“. Takod¯e, hiperbolicˇki
Kelerovi prostori se nazivaju josˇ i ”para-Kelerove mnogostrukosti“.
Generalisani klasicˇni (elipticˇki) Kelerovi prostori su prvi put definisani u radu [52] kao specijalan
slucˇaj L.P. Ajzenhartovih generalisanih Rimanovih prostora. Na isti nacˇin, u radu [58] su definisani
generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori.
Definicija 4.1.1. [58] Generalisani Rimanov prostor (M;g) naziva se generalisani hiperbolicˇki Kele-
rov prostor ako na mnogostrukosti M postoji tenzorsko polje F tipa (1;1) koje ispunjava
F2 =I; (4.1)
g(FX ;FY ) = g(X ;Y ); (4.2)
Ñ
1
F = 0 i Ñ
2
F = 0; (4.3)
gde I oznacˇava identicˇan operator.
Teorema 4.1.1. [58] Tenzori krivine R
q
, q = 1; : : : ;4 i tenzor torzije T
1
generalisanog hiperbolicˇkog
Kelerovog prostora (M;g;F) zadovoljavaju sledec´e relacije:
(i) T
1











































Dokaz. (i) Na osnovu definicija kovarijantnih izvoda prve i druge vrste iz (4.3) dobijamo
T
1
(FU;Y ) = F(T
1
(U;Y )):
Stavljajuc´iU = FX u prethodnoj relaciji i koristec´i osobinu (4.1) dobijamo (i).
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(X ;Y )FZ = 0;
gde smo iskoristili Ñ
1
F = 0.

























(Z;Y )X) = 0;
cˇime se zavrsˇava dokaz dela (iii).














Koristec´i (4.3) u prethodnoj relaciji dobijamo (iv).




















































Iz poslednje tri relacije dobijamo (v), cˇime je dokaz teoreme zavrsˇen.
Oznacˇimo tenzor krivine tipa (0;4) sa
R
q
(X ;Y;Z;W ) := g(R
q
(X ;Y )Z;W ); q = 1; : : : ;4;
i tenzor torzije tipa (0;3) sa
T
1
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Posledica 4.1.1. [58] Tenzori krivine R
q
tipa (0;4), q = 1; : : : ;4 i tenzor torzije T
1
tipa (0;3) generali-




























































Dokaz. Dokaz direktno sledi iz Teoreme 4.1.1, koristec´i osobine tenzora krivine kao i osobine produkt
strukture date sa (4.1) i (4.2).
Teorema 4.1.2. [58] Ricˇijevi tenzori R
q






;q = 1; : : : ;5 generalisanog
hiperbolicˇkog Kelerovog prostora (M;g;F) poseduju sledec´e osobine:
R
1
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R
4






































































































Dokaz. Glavna ideja dokaza je da se iskoriste relacije izmed¯u tenzora krivine R
q
(q = 1; : : : ;5) i Rima-
novog tenzora krivine R, kao i dobro poznate osobine koje ima Ricˇijev tenzor hiperbolicˇkog Kelerovog
prostora.



























































Ricˇijev tenzor hiperbolicˇkog Kelerovog prostora zadovoljava [67]



























Iz poslednje dve relacije dobijamo dokaz prve relacije ove teoreme. Provera preostalih relacija ove
teoreme je analogna.
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Primenom ciklicˇne sume u relacijama med¯u Ricˇijevim tenzorima datim u Teoremi 4.1.2 dobijamo
Posledicu 4.1.2.
Posledica 4.1.2. [58] Ricˇijevi tenzori R
q






;q = 1; : : : ;5 generalisanog






















































































































































4.2 HP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih
prostora
Kao i u slucˇaju klasicˇnih (elipticˇkih) Kelerovih prostora, holomorfno (analiticˇki) planarna kriva u
generalisanom hiperbolicˇkom Kelerovom prostoru je odred¯ena obicˇnom diferencijalnom jednacˇinom
drugog reda u Ojlerovom obliku.
Definicija 4.2.1. [67, 69] Kriva l : I!M generalisanog hiperbolicˇkog Kelerovog prostora (M;g;F)
koja ispunjava uslov regularnosti l (t) = dl(t)dt 6= 0, t 2 I, je holomorfno planarna ako za neke funkcije
r1 i r2 parametra t sledec´a obicˇna diferencijalna jednacˇina vazˇi
Ñl (t)l (t) = r1(t)l (t)+r2(t)Fl (t);
gde Ñ oznacˇava koneksiju Levi-Cˇivita koja odgovara simetricˇnom delu g metrike g.
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Definicija 4.2.2. [67, 69] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori di-
menzije n> 2. Difeomorfizam f :M!M naziva se HP preslikavanje ako svaku holomorfno planarnu
krivu prostora (M;g;F) preslikava u holomorfno planarnu krivu prostora (M;g;F).
Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju HP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih
prostora je naveden u Teoremi 4.2.1.
Teorema 4.2.1. [67, 69] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) hiperbolicˇki Kelerovi prostori dimenzije n
(n> 2). Difeomorfizam f :M!M je HP preslikavanje ako i samo ako vazˇi
P(X ;Y ) = y(X)Y +y(Y )X+y(FX)FY +y(FY )FX ; (4.5)
gde X ;Y 2 Tp(M), y je linearna forma i P(X ;Y ) =ÑXY ÑXY , pri cˇemu suÑ iÑ simetricˇne linearne
koneksije, koje odgovaraju simetricˇnim delovima g i g, metrika g i g, tim redom.
Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju HP preslikavanja hiperbolicˇkih Kelerovih prostora dat u
terminima tenzora deformacije P
1
(X ;Y ) naveden je u Teoremi 4.2.2.
Teorema 4.2.2. [67, 69, 58] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori
dimenzije n (n> 2). Difeomorfizam f :M!M je HP preslikavanje ako i samo ako vazˇi
P
1
(X ;Y ) = y(X)Y +y(Y )X+y(FX)FY +y(FY )FX+x (X ;Y ); (4.6)
gde X ;Y 2 Tp(M), y je linearna forma i x je antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2).
U indeks notaciji jednacˇina (4.6) glasi
Ghi j = G
h







gde su Ghi j i G
h
i j generalisani Kristofeli simboli druge vrste, yi je kovektor i x hi j je antisimetricˇan tenzor.
Generalisani Kristofelovi simboli prve vrste zadovoljavaju [54], str. 11
Gi: jk+G j:ik = gi j;k ; Gi: jk+Gk:i j = gik; j : (4.8)
Stoga,

















kp Gppk = 0: (4.9)
Antisimetrizacijom u (4.7) po indeksima i i j dobijamo
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Kontrakcijom po indeksima h i j u relaciji (4.7) dobijamo
Gpip Gpip = (n+2)yi: (4.12)







































gde i j oznacˇava simetrizaciju sa deljenjem.
Koristec´i cˇinjenicu da se struktura F ocˇuvava pri HP preslikavanjima i na osnovu prethodne di-
skusije vazˇi sledec´a
Teorema 4.2.3. [58] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostora dimen-




















invarijantan pri preslikavanju f .
Primedba 4.2.1. [67, 69] Geometrijski objekat (4.14) je analogan Tomasovom projektivnom para-
metru iz teorije geodezijskih preslikavanja.
4.2.1 Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih
prostora
Ekvitorziona HP preslikavanja med¯u generalisanim klasicˇnim (elipticˇkim) Kelerovim prostorima
su razmatrana u radu [78]. U ovoj podsekciji c´emo prezentovati rezultate koji se ticˇu ekvitorzionih
HP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora, a koji su publikovani u radu [58] .
Definicija 4.2.3. [58] Preslikavanje f :M!M generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora naziva
se ekvitorziono preslikavanje ako ocˇuvava tenzor torzije T
1





Ako je f :M!M ekvitorziono HP preslikavanje generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora,
onda antisimetricˇno tenzorsko polje x iz (4.6) identicˇki isˇcˇezava. Zaista, [58]


















(X ;Y ) = 0:
Tako da je tenzor deformacije P
1
pri preslikavanju f simetricˇna bilinearna forma data sa [58]
P
1
(X ;Y ) = y(X)Y +y(Y )X+y(FX)FY +y(FY )FX : (4.15)
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Teorema 4.2.4. [58] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori i neka










d hj (Rq ik
 Q
q
ik) d hk (Rq i j Qq i j)






























































































































; q = 1;2;
invarijantni pri preslikavanju f .




generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora (M;g;F) i (M;g;F),
respektivno, zadovoljavaju relaciju [49]
R
1




























(X ;Y ) = Ñ
1
Yy(X) y(X)y(Y )+y(FX)y(FY ):
Zamenjujuc´i (4.15) u (4.17) dobijamo da je
R
1
(X ;Y )Z =R
1
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i j = R
1
p




i jp komponente Ricˇijevih tenzora R1
ic(X ;Y ) i Ric
1
(X ;Y ), respektivno.
Antisimetrizacijom u (4.19) po indeksima i i j dobijamo
(n+2)y
1































































zatim kompozicijom sa F ip i F
j

















































































Koristec´i cˇinjenicu da se tenzor torzije i struktura F ocˇuvavaju pri ekvitorzionim HP preslikavanjima
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Nakon zamene (4.26) u (4.25) dobijamo
(n+2)y
1





























































































Koristec´i (4.12) u prethodnoj relaciji dobijamo
(n+2)y
1


















































































i j je definisan na isti nacˇin u prostoru (M;g;F).




i jk = P1
h
i jk;
gde je geometrijski objekat P
1
h
i jk definisan sa (4.16), dok je geometrijski objekat P1
h
i jk definisan na
isti nacˇin. Posˇto generalisani Kristofelovi simboli nisu tenzori, ovaj geometrijski objekat nije tenzor.
Analogno mozˇemo razmotriti slucˇaj kada je q = 2.
Teorema 4.2.5. [58]Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori i neka
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d hj (Rq ik
 Q
q
ik) d hk (Rq i j Qq i j)+d
h






























































































































; q = 3;4;
invarijantni pri preslikavanju f .




generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora (M;g;F) i (M;g;F),
respektivno, zadovoljavaju relaciju [49]
R
3




























(X ;Y ) = Ñ
q
Yy(X) y(X)y(Y )+y(FX)y(FY ); q = 1;2:
Sada na osnovu definicija kovarijantnih izvoda prve i druge vrste zakljucˇujemo da je
y
2




(X ;Y )): (4.32)
Zamenjujuc´i (4.15) u (4.31) i koristec´i (4.32), dobijamo da je
R
3
(X ;Y )Z =R
3





































(FX ;Z) y(Y ):
Ostatak dokaza je analogan dokazu Teoreme 4.2.4.
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Teorema 4.2.6. [58] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori i neka































invarijantan pri preslikavanju f .




generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora (M;g;F) i (M;g;F),
respektivno, zadovoljavaju relaciju [49]
R
5


























































Posˇto je preslikavanje f ekvitorziono, bilinearna forma P
1
je simetricˇna, stoga se poslednja relacija
mozˇe zapisati u obliku
R
5
















































Zamenom (4.15) u poslednju relaciju dobijamo
R
5
(X ;Y )Z =R
5
(X ;Y )Z X y(Y;Z)+Y y(X ;Z)
 FX y(Y;FZ)+FY y(X ;FZ)
+2y(X ;FY ) FZ;
(4.33)
gde smo oznacˇili
y(X ;Y ) = ÑYy(X) y(X)y(Y )+y(FX)y(FY ):




i jk = R5
h
i jk d hk y ji+d hj yki Fhk y jpF pi +Fhj ykpF pi +2ykpF pj Fhi : (4.34)
Kontrakcijom u poslednjoj relaciji po indeksima h i k dobijamo
R
5
i j = R
5
i j  (n+2)y ji: (4.35)




U slucˇaju kada je generalisana (nesimetricˇna) Rimanova metrika g simetricˇna, generalisani hiper-
bolicˇki Kelerov prostor svodi se na uobicˇajeni hiperbolicˇki Kelerov prostor. Tada se tenzori krivine
R
q
; q = 1; : : : ;5 svode na Rimanov tenzor krivine R, dok se geometrijski objekti P
q
h




i jk svode na para-holomorfno projektivni tenzor krivine [67]














Otvoreno je pitanje da li postoji josˇ neki tenzor koji c´e se svesti na para-holomorfno projektivni tenzor
krivine u uobicˇajenom hiperbolicˇkom Kelerovom prostoru, i ukoliko je odgovor pozitivan, koliki je
maksimalan broj takvih tenzora?
4.4 Generalisanih hiperbolicˇki Kelerovi prostori
u Ajzenhartovom smislu
Na isti nacˇin kao sˇto smo u Definiciji 3.3.1 uveli generalisane Kelerove prostore u Ajzenhartovom
smislu, mozˇemo definisati generalisane hiperbolicˇke Kelerove prostore u Ajzenhartovom smislu.
Definicija 4.4.1. Generalisani Rimanov prostor (M;g) naziva se generalisani hiperbolicˇki Kelerov
prostor u Ajzenhartovom smislu ako na mnogostrukosti M postoji tenzorsko polje F tipa (1;1) koje
ispunjava
F2 =I; (4.36)
g(FX ;FY ) = g(X ;Y ); (4.37)
ÑF =0; (4.38)
gde je Ñ koneksija Levi-Cˇivita koja odgovara simetricˇnom delu g metrike g i I oznacˇava identicˇan
operator.
Propozicija 4.4.1. Neka je (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerov prostor u Ajzenhartovom smi-
slu, tada tenzori krivine R
q


























pri cˇemu je S
1
















































































4.4. Generalisanih hiperbolicˇki Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu
gde je S
2



























































































































































































































































































Propozicija 4.4.2. Tenzori krivine R
q
, q = 1; : : : ;4, tipa (0;4) i tenzori torzija tipa (1;2) i (0;3),
kao i tenzorska polja S
q
, q = 1; : : : ;4 tipa (0;4) generalisanog hiperbolicˇkog Kelerovog prostora u

























































4.5. HP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu
4.5 HP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih
prostora u Ajzenhartovom smislu
U ovom odeljku c´emo posmatrati HP preslikavanja med¯u generalisanim hiperbolicˇkim Kelerovim
prostorima u Ajzenhartovom smislu. Kako su generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori u Ajzen-
hartovom smislu uvedeni Definicijom 4.4.1 opsˇtiji od generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora
datih Definicijom 4.1.1, posmatrac´emo geometrijske objekte u opsˇtijim prostorima koji su invarijantni
pri ekvitorzionim HP preslikavanjima.
Teorema 4.5.1. [58, 67, 69] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori




(X ;Y ) = y(X)Y +y(Y )X+y(FX)FY +y(FY )FX+x (X ;Y ); (4.43)
gde X ;Y 2 Tp(M), y je linearna forma i x je antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2).
Lako je proveriti [58]
Gpip Gpip = (n+2)yi: (4.44)
U slucˇaju HP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu
imamo invarijantan geometrijski objekat koji je analogan Tomasovom projektivnom parametru iz
teorije geodezijskih preslikavanja.
Teorema 4.5.2. [58] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora u





















invarijantan pri preslikavanju f .
4.5.1 EkvitorzionaHP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih pro-
stora u Ajzenhartovom smislu
Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom
smislu se mogu razmatrati analogno ekvitorzionim HP preslikavanjima generalisanih hiperbolicˇkih
Kelerovih prostora uvedenih u radu [58]. Neka je f : M ! M ekvitorziono HP preslikavanje gene-
ralisanih hiperbolicˇkih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu, tada je tenzor deformacije P
1
pri
preslikavanju f simetricˇna bilinearna forma data sa [58]
P
1
(X ;Y ) = y(X)Y +y(Y )X+y(FX)FY +y(FY )FX :
Teorema 4.5.3. Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori u Ajzen-













































































































































































































invarijantan pri preslikavanju f .
Teorema 4.5.4. Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori u Ajzenhar-
























































































































































































































invarijantan pri preslikavanju f .
Teorema 4.5.5. Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori u Ajzenhar-















































































































































































































[i j]; q = 3;4;





U novije vreme HP preslikavanjima med¯u parabolicˇkim Kelerovim mnogostrukostima su se bavili
H. Cˇuda, J. Mikesˇ, P. Pesˇka i M. Sˇiha [70, 57]. Mnogi rezultati o HP preslikavanjima parabolicˇkih
Kelerovih mnogostrukosti mogu se nac´i u odlicˇnoj monografiji [42]. U ovom poglavlju c´emo najpre
prezentovati rezultate rada [61], t.j. definisac´emo generalisane m-parabolicˇke Kelerove mnogostruko-
sti i posmatrati HP preslikavanja med¯u takvim mnogostrukostima. Zatim c´emo se baviti specijalnim
kanonicˇkim preslikavanjima drugog tipa med¯u generalisanim parabolicˇkim Kelerovim mnogostruko-
stima, sledec´i rezultate rada [60].
5.1 Generalisane m-parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti
Parabolicˇke Kelerove prostore je prvi razmatrao V.V. Visˇnevski kao parabolicˇki analogon A-
prostora, koji su kasnije dobili naziv parabolicˇki Kelerovi prostori [42]. Rimanova mnogostrukost
(M;g) parne dimenzije n > 2 naziva se m-parabolicˇka Kelerova mnogostrukost ako pored metrike g





gde je Ñ koneksija Levi-Cˇivita odred¯ena metrikom g, dok je X proizvoljno tangentno vektorsko polje
na mnogostrukosti M.
5.1.1 HP preslikavanja generalisanih m-parabolicˇkih Kelerovih
mnogostrukosti
Generalisani elipticˇki i hiperbolicˇki Kelerovi prostori su definisani u radovima [52] i [58], respek-
tivno. Koristec´i definiciju uobicˇajenem-parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti (Definicija 13.7 u [42])
i definiciju generalisanog Rimanovog prostora u radu [61] smo definisali generalisane m-parabolicˇke
Kelerove mnogostrukosti.
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5.1. Generalisane m-parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti
Definicija 5.1.1. [61] Generalisana Rimanova mnogostrukost (M;g) parne dimenzije n > 2 naziva
se generalisana m-parabolicˇka Kelerova mnogostrukost ako postoji tenzorsko polje F tipa (1;1) na
mnogostrukosti M takvo da je rank(F) = m n2 i ispunjava sledec´e uslove
F2 =0; (5.1)
g(X ;FX) =0 (5.2)
ÑF =0; (5.3)
gde Ñ oznacˇava koneksiju Levi-Cˇivita koja odgovara simetricˇnom delu g metrike g, dok je X proi-
zvoljno tangentno vektorsko polje na mnogostrukosti M. U slucˇaju kada je rank(F) = m= n2 mnogo-
strukost (M;g) naziva se generalisana parabolicˇka Kelerova mnogostrukost.
Definicija 5.1.2. [42, 61] Kriva l : I!M na generalisanoj m-parabolicˇkoj Kelerovoj mnogostrukosti
M sa metrikom g koja ispunjava uslov regularnosti l (t) = dl(t)dt 6= 0; t 2 I, naziva se holomorfno (ana-
liticˇki) planarna kriva ako za neke funkcije r1 i r2 parametra t vazˇi obicˇna diferencijalna jednacˇina
Ñl (t)l (t) = r1(t)l (t)+r2(t)Fl (t);
gde Ñ oznacˇava koneksiju Levi-Cˇivita koja odgovara simetricˇnom delu g metrike g.
Teorema 5.1.1. [42, 61]Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju HP preslikavanja f :M!M gene-
ralisanih m-parabolicˇkih Kelerovih mnogostrukosti M i M je dat u obliku
P
1
(X ;Y ) = y(X)Y +y(Y )X+j(X)FY +j(Y )FX+x (X ;Y ); (5.4)
gde je j linearna forma, dok je y gradijentna forma, t.j. y(X) = ÑXf , gde je f funkcija. Ovde je
y(X) = j(FX) i x je antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2).
Dokaz. Neka je f :M!M HP preslikavanje generalisanihm-parabolicˇkih Kelerovih mnogostrukosti
M i M. Tada vazˇi [41]
ÑXY  ÑXY = y(X)Y +y(Y )X+j(X)FY +j(Y )FX : (5.5)













iz relacije (5.5) mozˇemo zakljucˇiti da (5.4) vazˇi za antisimetricˇno tenzorsko polje x definisano sa





sˇto dokazuje direktan deo ove teoreme. Obrnuti smer se jednostavno dokazuje.
Nasˇ cilj u radu [61] bio je da preformulisˇemo uslov (5.4) u terminima simetricˇnog dela g metrike
g i kovarijantnog izvoda prve vrste u odnosu na metriku g.
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5.1. Generalisane m-parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti
Teorema 5.1.2. [61] Generalisana m-parabolicˇka Kelerova mnogostrukost M sa metrikom g dopusˇta
HP preslikavanje na generalisanu m-parabolicˇku Kelerovu mnogostrukost M sa metrikom g ako i
samo ako simetricˇan deo g metrike g ispunjava
Ñ
1








gde je j linearna forma, y je gradijentna forma takva da vazˇi y(X) = j(FX) i x je antisimetricˇno
tenzorsko polje tipa (1;2).
Dokaz. Posˇto je metrika g kovarijantno konstantna pri kovarijantnom izvodu prve vrste (koji odgovara
koneksiji Ñ
1
), nije tesˇko proveriti relaciju
Ñ
1
Zg(X ;Y ) = g(P
1
(X ;Z);Y )+g(X ;P
1
(Y;Z)): (5.7)
Nakon zamene izraza za P
1
(X ;Y ) iz (5.4) u prethodnu jednacˇinu i koristec´i (5.3) dobijamo (5.6).
Dokazˇimo sada obrnuti deo tvrd¯enja. Analogno dokazu Teoreme 3.1 u [41] uvedimo pomoc´no
tenzorsko polje Q
1
tipa (1;3) definisano sa [61]
Q
1








 x (X ;Y ): (5.8)
Posˇto je metrika g simetricˇna, relacija (5.6) dobija oblik
Ñ
1
Zg(X ;Y ) = å
CS(X ;Y )

y(Z)g(X ;Y )+y(X)g(Z;Y )




dok relacija (5.7) postaje
Ñ
1




(X ;Z);Y ): (5.10)





(X ;Z;Y ) = 0;
t.j. tenzorsko polje Q
1
je antisimetricˇno u odnosu na prvi i trec´i argument. Tenzorsko polje Q
1
je


















sˇto dalje implicira Q
1
(X ;Y;Z) = 0.
Metrika g je regularna i tenzorsko polje Q
1








 x (X ;Y ) = 0;
cˇime se dokaz teoreme zavrsˇava.
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5.1. Generalisane m-parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti
Koristec´i kovarijantni izvod druge vrste mozˇe se dokazati sledec´a
Teorema 5.1.3. [61] Generalisana m-parabolicˇka Kelerova mnogostrukost M sa metrikom g dopusˇta
HP preslikavanje na generalisanu m-parabolicˇku Kelerovu mnogostrukost M sa metrikom g ako i
samo ako simetricˇan deo g metrike g zadovoljava
Ñ
2








gde je j linearna forma, y je gradijentna forma takva da je y(X) = j(FX) i x je antisimetricˇno
tenzorsko polje tipa (1;2).
Primedba 5.1.1. [61] Vazˇno je napomenuti da je bilo koji od uslova (5.6) i (5.11) ekvivalentan uslovu
[41]











5.1.2 Relacije med¯u tenzorima krivine generalisanih m-parabolicˇkih
Kelerovih mnogostrukosti pri HP preslikavanjima




(q = 1; : : : ;5) generalisanih m-parabolicˇkih Kelerovih
mnogostrukosti M i M, respektivno, pri HP preslikavanju su date u Teoremi 5.1.4.




tenzori krivine vrste q




(X ;Y )Z =R
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(X ;Y )Z =R
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5.1. Generalisane m-parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti
R
3
(X ;Y )Z =R
3












































(X ;Y )Z =R
4













































(X ;Y )Z =R
5



















gde je j(X ;Y ) definisana sa
j(X ;Y ) =ÑYj(X) y(X)j(Y ) j(X)y(Y ); (5.18)
dok je y(X ;Y ) definisana sa
y(X ;Y ) = j(FX ;Y ) = ÑYy(X) y(X)y(Y ): (5.19)
Dokaz. Tenzori krivine R i R simetricˇnih linearnih koneksija Ñ i Ñ, respektivno, zadovoljavaju dobro
poznatu relaciju [41]
R(X ;Y )Z =R(X ;Y )Z+ÑXP(Z;Y ) ÑYP(Z;X)
+P(P(Z;Y );X) P(P(Z;X);Y ); (5.20)
gde je P(X ;Y ) = ÑXY  ÑXY .
Posˇto je tenzor deformacije P dat sa










= j(FX)Y +j(FY )X+j(X)FY +j(Y )FX ;
relacija (5.20) postaje [41]
R(X ;Y )Z =R(X ;Y )Z y(Z;Y )X+y(Z;X)Y  j(Z;Y )FX
+j(Z;X)FY +
 
j(Y;X) j(X ;Y )FZ; (5.21)
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5.1. Generalisane m-parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti
gde su j(X ;Y ) i y(X ;Y ) definisane sa (5.18) i (5.19), tim redom.
Tenzori krivine R i R
1
zadovoljavaju relaciju
R(X ;Y )Z =R
1
























a ista relacija vazˇi i za tenzore krivine R i R
1
R(X ;Y )Z =R
1
























Zamenom prethodne dve relacije u (5.21) dobijamo (5.13). Relacije (5.14)–(5.17) se mogu dokazati
analogno.
Primedba 5.1.2. [61] Napomenimo da se relacije (5.13)–(5.17)mogu dobiti direktno zamenom izraza




, q = 1; : : : ;5, koje su analogne relaciji (5.20), a koja
vazˇi za obicˇne tenzore krivine.
Otvoren problem. [61] Mogu li se nelinearni sistemi (5.6) i (5.11) transformisati u linearne sisteme
parcijalnih diferencijalnih jednacˇina u odnosu na kovarijantne izvode prve i druge vrste? Isto pitanje
se javilo u slucˇaju nelinearnog sistema (5.12) i odgovor je bio pozitivan.
5.2 Specijalna kanonicˇka skoro geodezijska preslikavanja
generalisanih Rimanovih prostora
Skoro geodezijska preslikavanja tipa p2(e);e = 1, prostora sa afinom koneksijom na Rimanov
prostor su razmatrana u radovima [38, 84], dok je rad [19] posvec´en kanonocˇkim skoro geodezijskim
preslikavanjima tipa p2(e= 0), med¯u Rimanovim prostorima sa afinor strukturom, i specijalno med¯u
parabolicˇkim Kelerovim prostorima.
U radu [60] smo produzˇili i unapredili rezultate rada [19]. Naime, razmatrali smo kanonicˇka skoro
geodezijska preslikavanja tipa p
q
2(0;F), q 2 f1;2g med¯u generalisanim Rimanovim prostorima. Ta-
kod¯e, definisali smo generalisane parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti i posmatrali kanonicˇka skoro
geodezijska preslikavanja tipa p
q
2(0;F), q 2 f1;2g, med¯u takvim mnogostrukostima. Sˇira klasa me-
trike kojom su snabdevene mnogostrukosti razmatrane u radu [60] nam je omoguc´ila da pronad¯emo
josˇ neke invarijantne geometrijske objekte kanonicˇkih skoro geodezijskih preslikavanja tipa p
q
2(0;F),
q 2 f1;2g, nego sˇto je to bio slucˇaj u radu [19].
Osnovne jednacˇine kanonicˇkih skoro geodezijskih preslikavanja tipa p
q
2(0;F), q 2 f1;2g, med¯u
generalisanim Rimanovim mnogostrukostima su date sa [60]
P
q
(X ;Y ) = å
CS(X ;Y )
j(X)FY +( 1)(q 1)K(X ;Y ); (5.22)
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gde X ;Y 2X (M), j je 1-forma, K je antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2) definisano sa





















i F je tenzorsko polje tipa (1;1) koje ispunjava uslov
F2 = 0:
Ako struktura F zadovoljava dodatni uslov
Tr(F) = F pp = 0;
onda c´emo odgovarajuc´u klasu preslikavanja oznacˇavati p
q
2(0;F), q 2 f1;2g.
Kanonicˇko skoro geodezijsko preslikavanje f : M ! M tipa p
q
2(0;F), q 2 f1;2g, ima osobinu
osobinu reciprociteta, ako je njemu inverzno preslikavanje f 1 : M ! M takod¯e kanonicˇko skoro
geodezijsko preslikavanje tipa p
q
2(0;F). Skoro geodezijska preslikavanja mnogostrukosti sa nesime-
tricˇnom linearnom koneksijom koja imaju osobinu reciprociteta su izucˇavana u [75, 83], kao analogija













(X ;Y ) = P
1
(X ;Y ); X ;Y 2X (M);
bez gubljenja opsˇtosti mozˇemo pretpostaviti
j = j; F = F; K = K;
ili u komponentama
j i = ji; Fhi = Fhi ; Khi j = Khi j: (5.24)
Potreban i dovoljan uslov da bi skoro geodezijsko preslikavanje f : M ! M tipa p
q
2, q 2 f1;2g,
zadovoljavalo osobinu reciprociteta izrazˇen je relacijom
F2 = aI+bF;
gde I oznacˇava identicˇan operator, dok su a i b skalarne funkcije.
5.2.1 Invarijantni geometrijski objekti
Koristic´emo tenzorski racˇun da pronad¯emo invarijantne geometrijske objekte skoro geodezijskih
preslikavanja f :M!M, tipa p
q




kovarijantne izvode vrste q = 1; : : : ;4,
koji odgovaraju generalisanim Kristofelovim simbolima Ghi j i G
h
i j, tim redom.
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U lokalnim koordinatama osnovna jednacˇina (5.22) glasi
Ghi j Ghi j = j(iFhj)+Khi j; (5.25)
gde je ji kovarijantni vektor koji odgovara linearnoj formi j , dok su Fhi i Khi j komponente tenzorskih
polja F i K, respektivno.















i  Kpi jFhp : (5.26)
Pored latinskih indekasa koristic´emo i grcˇke indekse a , b i g koji c´e takod¯e uzimati vrednosti od 1














































je invarijantan pri preslikavanju f .
Analogno, koristec´i kovarijantno difereciranje vrste q (q = 2;3;4)mozˇemo dokazati da su tenzori
A
q















































invarijantni pri preslikavanju f .
U netrivijalnom slucˇaju, kada je Fhi 6= 0, koji je od posebne vazˇnosti za nas, postoji tenzor tipa
(1;1)








































(Khi j Khi j): (5.31)
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i j = B1
h
i j;
gde je tenzor B
1
h








































dok je tenzor B
1
h






































Analogno, mozˇemo dokazati da su tenzori B
q
h




















































































































takod¯e invarijantni pri preslikavanju f .
Prethodna diskusija uopsˇtava Teoremu 1 u [19] na slucˇaj generalisanih Rimanovih mnogostruko-
sti. Naime, tenzori A
q
h




i j; q = 1; : : : ;4, definisani sa (5.32) i (5.33) uopsˇtenja tenzora Bhi j koji je dat sa










gde ; oznacˇava kovarijantno diferenciranje u odnosu na koneksiju Levi-Cˇivita. Ocˇigledno je da su
tenzori Ai = Fai;a i B
h
i j invarijantni pri preslikavanju f generalisanih Rimanovih mnogostrukosti.
5.3 Specijalna kanonicˇka skoro geodezijska preslikavanja
drugog tipa generalisanih parabolicˇkih Kelerovih
mnogostrukosti
Koristili smo Ajzenhartovu ideju generalisanih Rimanovih prostora da uopsˇtimo pojam para-
bolicˇke Kelerove mnogostrukosti. Naime, u radu [60] smo razmatrali parabolicˇke Kelerove mno-
gostrukosti snabdevene generalisanom Rimanovom metrikom, koja je u opsˇtem slucˇaju nesimeticˇna.
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5.3. Specijalna kanonicˇka skoro geodezijska preslikavanja generalisanih parabolicˇkih . . .
Definicija 5.3.1. [60]Generalisana Rimanova mnogostrukost M sa metrikom g naziva se generalisana
parabolicˇka Kelerova mnogostrukost ako postoji tenzorsko polje F tipa (1;1) na M takvo da vazˇi
F2 = 0; ÑF = 0; g(X ;Y ) = wg(X ;FY ); w =1; X ;Y 2 Tp(M);
gde Ñ oznacˇava koneksiju Levi-Cˇivita koja odgovara simetricˇnom delu g metrike g.
U nastavku c´emo razmatrati generalisane parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti za koje je w = 1 u
Definiciji 5.3.1. Neka su M i M dve generalisane parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti parne dimen-
zije n > 2, sa metrikama g i g, respektivno i tangetnom strukturom F . Kao i u slucˇaju uobicˇajenih
parabolicˇkih Kelerovih mnogostrukosti uslovi
F2 = 0 i Tr(F) = F pp = 0
su ispunjeni.
Za antisimetricˇno tenzorsko polje K odred¯eno sa



































Analogno mozˇemo dokazati relaciju
Ñ
2
YFX  K(Y;FX) = ÑYFX + 12T2 (Y;FX):
Prema tome, osnovne jednacˇine (5.22) i (5.23) kanonicˇkih skoro geodezijskih preslikavanja tipa
p
q
2(0;F), q 2 f1;2g (sa unapred definisanom tangetnom strukturom F) med¯u generalisanim para-
bolicˇkim Kelerovim mnogostrukostima imaju oblik
P
q
(X ;Y ) = å
CS(X ;Y )
j(X)FY +( 1)(q 1)K(X ;Y );
1







gde X ;Y 2 X (M), j je 1-forma, dok je K antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2) odred¯eno sa
(5.35).
Dobro je poznato da je struktura F lokalno integrabilna ako i samo ako na mnogostrukosti postoji
simetricˇna linearna koneksija Ñ u odnosu na koju je struktura F kovarijantno konstantna, t.j. ÑF = 0.
Prema tome, zakljucˇujemo da je struktura F na generalisanoj parabolicˇkoj Kelerovoj mnogostrukosti










i = d hi ; (5.36)
ispunjen na svakoj karti generalisane parabolicˇke Kelerove mnogostrukosti.
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invarijantan pri kanonicˇkom skoro geodezijskom preslikavanju tipa p2(e= 0) parabolicˇkih Kelerovih
mnogostrukosti. U Teoremi 5.3.1 c´emo prezentovati generalizaciju geometrijskog objekta definisanog
sa (5.37), u slucˇaju kanonicˇkog skoro geodezijskog preslikavanja tipa p
q
2(0;F), q 2 f1;2g generali-
sanih parabolicˇkih Kelerovih mnogostrukosti.
Teorema 5.3.1. [60] Neka je f : M ! M kanonicˇko skoro geodezijsko preslikavanje tipa p
q
2(0;F),

















































































































































































































invarijantni pri preslikavanju f .












































































5.3. Specijalna kanonicˇka skoro geodezijska preslikavanja generalisanih parabolicˇkih . . .
Sada, nakon zamene (5.42) u osnovnu jednacˇinu (5.25) dobijamo


































































































































cˇime se dokazuje da je geometrijski objekat C
1
h
i j definisan sa (5.38) invarijantan pri preslikavanju f .
Na slicˇan nacˇin mozˇemo zakljucˇiti da su geometrijski objektiC
q
h
i j, q = 2;3;4, odred¯eni jednacˇinama
(5.39)–(5.41) invarijantni pri preslikavanju f .
U slucˇaju dveju afino povezanih mnogostrukosti sa torzijom, mozˇemo posmatrati preslikavanje





i j T hi j). Stoga, geometrijski objekti Cq
h
i j, q = 1; : : : ;4 definisani sa (5.38)–(5.41) pri ekvi-
torzionom kanonicˇkom skoro geodezijskom preslikavanju tipa p
q
2(0;F), q 2 f1;2g, generalisanih

























; q = 1; : : : ;4: (5.43)
Primetimo da geometrijski objekti dati sa (5.38)–(5.41) i (5.43) nisu tenzori, jer generalisani Kristo-
felovi simboli Ghi j nisu tenzori (videti, [54], str. 10).
Geometrijski objekat [19, 60]










gde Ghi j oznacˇava simetricˇan deo od G
h
i j, je ocˇigledno invarijantan pri kanonicˇkom skoro geodezijskom
preslikavanju tipa p
q
2(0;F), q 2 f1;2g, generalisanih parabolicˇkih Kelerovih mnogostrukosti. Ovaj
geometrijski objekat je tenzor kao i geometrijski objekat definisan sa (5.37).
Primedba 5.3.1. [60] Geometrijski objekti, definisani sa (5.38)–(5.41), (5.43) i (5.44) su generaliza-
cije tenzora definisanog sa (5.37).
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Poglavlje 6
Specijalna skoro geodezijska preslikavanja
drugog tipa mnogostrukosti sa
nesimetricˇnom linearnom koneksijom
U ovom poglavlju c´emo prezentovati rezultate rada [59]. Dakle, najpre c´emo se baviti speci-
jalnim skoro geodezijskim preslikavanjima drugog tipa med¯u mnogostrukostima sa nesimetricˇnom
linearnom koneksijom. Zatim c´emo isti tip preslikavanja posmatrati med¯u generalisanim Rimanovim
prostorima, kao i med¯u generalisanim elipticˇkim i hiperbolicˇkim Kelerovim prostorima.
6.1 Skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti
sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom
Postoje dve vrste skoro geodezijskih preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricˇnom
linearnom koneksijom p
q









+( 1)q 1K(X ;Y ); q 2 f1;2g
(6.1)
gde X ;Y 2X (M), y i s su 1-forme, K je antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2) i F je tenzorsko














; X ;Y 2X (M); q 2 f1;2g;
(6.2)
za neke 1-forme m i n .
Sistemi diferencijalnih jednacˇina (6.1) i (6.2) mogu se transformisati u nelinearne mesˇovite si-
steme Kosˇijevog tipa u odnosu na kovarijantni izvod prve i druge vrste na isti nacˇin kao u slucˇaju
skoro geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom [72]. Stoga,
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na isti nacˇin kao u [72], str. 175, u radu [66] smo uveli tenzorsko polje Q
1
tipa (1;2) definisano sa
Q
1



























(X ;Y ): (6.4)




















































































































(Z;Y )X lako mozˇemo dobiti



















































u odnosu na tenzorska polja F i V
1
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. Poslednja jednacˇina zajedno sa (6.6) daje mesˇoviti
sistem Kosˇijevog tipa u odnosu na kovarijantni izvod prve vrste.
Analogno mozˇemo razmatrati skoro geodezijska preslikavanja tipa p
2
2. Pri cˇemu c´emo koristiti




















(Z;Y )X . Iz (6.5) na isti nacˇin kao u slucˇaju kova-
rijantnog izvoda prve vrste lako mozˇemo dobiti sledec´i mesˇoviti sistem Kosˇijevog tipa u odnosu na


























































Sistem diferencijalnih jednacˇina (6.6) i (6.7) je nelinearan, sˇto dovodi do potesˇkoc´a pri proucˇavanju
skoro geodezijskih preslikavanja drugog tipa kako u slucˇaju mnogostrukosti sa simetricˇnom linear-
nom koneksijom [72], tako i u slucˇaju mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom [75].
Stoga c´emo se u nastavku baviti nekim specijalnim tipovima skoro geodezijskih preslikavanja drugog
tipa mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom.
Potreban i dovoljan uslov da bi generalisani Rimanov prostor dopusˇtao skoro geodezijsko presli-
kavanje drugog tipa na drugi generalisani Rimanov prostor je dat u Teoremi 6.1.1.
Teorema 6.1.1. [59]Generalisani Rimanov prostor (M;g) dimenzije n> 2 dopusˇta skoro geodezijsko
preslikavanje tipa p
q
2 (q 2 f1;2g) na generalisani Rimanov prostor (M;g) ako i samo ako postoji





















































nesimetricˇna linearna koneksija odred¯ena metrikom g, R
q












6.2. Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa
6.2 Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa
Motivisani radom [73] definisali smo specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa mno-
gostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom [66]. Takod¯e, posmatrali smo specijalna skoro
geodezijska preslikavanja drugog tipa med¯u generalisanim Rimanovim prostorima, kao i med¯u gene-
ralisanim obicˇnim (elipticˇkim) i hiperbolicˇkim Kelerovim prostorima [59].
Definicija 6.2.1. [66] Skoro geodezijsko preslikavanje drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricˇnom
linearnom koneksijom je tipa p
q
2(e;ÑF), e = 1, q 2 f1;2g, ako tenzorsko polje F tipa (1;1) koje
figurisˇe u osnovnim jednacˇinama zadovoljava
F2 = eI; ÑF = 0; (6.9)
gde je e=1 i I oznacˇava identicˇni operator.
Osnovne jednacˇine skoro geodezijskih preslikavanja tipa p
q
2(e;ÑF), e = 1, q 2 f1;2g su date














; X ;Y 2X (M); q 2 f1;2g;
(6.10)
za neke 1-forme m i n .
Skoro geodezijska preslikavanja tipa p
q
2(e;ÑF), e = 1, q 2 f1;2g, med¯u generalisanim Rima-
novim prostorima su uopsˇtenja holomorfno projektivnih preslikavanja klasicˇnih (elipticˇkih) i hiper-
bolicˇkih Kelerovih prostora. Naime, u slucˇaju skoro geodezijskih preslikavanja tipa p
q
2(e;ÑF), e =
1, q 2 f1;2g, tenzorsko polje F zadovoljava diferencijalnu jednacˇinu, dok su u slucˇaju HP presli-
kavanja klasicˇnih (elipticˇkih) i hiperbolicˇkih Kelerovih prostora kompleksna i produkt struktura su
unapred definisane.
Primer 6.2.1. [59] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori dimenzije 2n  4 i
neka je f :M!M HP preslikavanje, tada je
F2 = I;
ÑF = ÑF = 0;
i tenzor deformacije P
1
(X ;Y ) ima oblik [79]
P
1





+x (X ;Y );
gde je x antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2). Tako da, mozˇemo zakljucˇiti da su HP preslika-





6.2. Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa
Primer 6.2.2. [59] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani hiperbolicˇki Kelerovi prostori dimenzije
2n 4 i neka je f :M!M HP preslikavanje, tada je
F2 = I;
ÑF = ÑF = 0;
i tenzor deformacije P
1
(X ;Y ) ima oblik [58]
P
1





+x (X ;Y );
gde je x antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2). Tako da, mozˇemo zakljucˇiti da su HP preslikavanja




Kao direktnu posledicu Teoreme 6.1.1 dobijamo potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju skoro
geodezijskih preslikavanja tipa p
q
2(e;ÑF), e = 1 (q 2 f1;2g), med¯u generalisanim Rimanovim
prostorima.
Posledica 6.2.1. [59]Generalisani Rimanov prostor (M;g) dimenzije n> 2 dopusˇta skoro geodezijsko
preslikavanje tipa p
q














































gde su nesimetricˇna linearna koneksija Ñ
q
i tenzor krivine R
q
(q 2 f1;2g) odred¯eni metrikom g, dok je
tenzorsko polje Q
q
(q 2 f1;2g) definisano sa
Q
q




T (Y;FX)+T (X ;FY )

:
Dokaz. Tenzorsko polje V
q
iz Teoreme 6.1.1 dobija oblik
V
q
(X ;Y ) = Ñ
q








T (Y;FX); q 2 f1;2g;
cˇime se kompletira dokaz.
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Tenzor razlike P simetricˇnih linearnih koneksija Ñ i Ñ zadovoljava










; q 2 f1;2g: (6.11)




, q = 1; : : : ;5 generalisanih Ri-
manovih prostora (M;g) i (M;g) pri specijalnim skoro geodezijskim preslikavanjima tipa p
q
2(e;ÑF),
e=1, (q = 1;2).
Teorema 6.2.1. [59] Neka su (M;g) i (M;g) generalisani Rimanovi prostori i neka je f : M ! M
skoro geodezijsko preslikavanje tipa p
q





, q 2 f1; : : : ;5g vazˇe sledec´e relacije
R
1
(X ;Y )Z =R
1
(X ;Y )Z  å
CA(X ;Y )

l (Z;Y )X+m(Z;Y )FX  ÑXK(Z;Y )
  1
4
T (T (Z;Y );X)+
1
4





(X ;Y )Z =R
2
(X ;Y )Z  å
CA(X ;Y )

l (Z;Y )X+m(Z;Y )FX +ÑXK(Z;Y )
  1
4
T (T (Z;Y );X)+
1
4





(X ;Y )Z =R
3
(X ;Y )Z  å
CA(X ;Y )

l (Z;Y )X+m(Z;Y )FX +
1
4
T (T (Z;Y );X)
  1
4
T (T (Z;Y );X)+
1
2









(X ;Y )Z =R
4
(X ;Y )Z  å
CA(X ;Y )

l (Z;Y )X+m(Z;Y )FX +
1
4
T (T (Z;Y );X)
  1
4












(X ;Y )Z =R
5
(X ;Y )Z  å
CA(X ;Y )







T (T (Z;Y );X)  1
4
T (T (Z;Y );X)

;
gde su l i h simetricˇne bilinearne forme date sa
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Dokaz. Tenzori krivine R i R simetricˇnih linearnih koneksija Ñ i Ñ, respektivno, zadovoljavaju rela-





(X ;Y )Z =R(X ;Y )Z+
1
2




T (T (Z;Y );X)  1
4
T (T (Z;X);Y ):
(6.13)
Sada iz (1.5) i (6.13) dobijamo
R
1








T (T (Z;Y );X)+
1
4
T (T (Z;X);Y ) =
R
1









T (T (Z;X);Y )+ÑXP(Z;Y ) ÑYP(Z;X)
+P(P(Z;Y );X) P(P(Z;X);Y ):
(6.14)
Na osnovu (6.1) i (6.11) zakljucˇujemo














Sada, koristec´i (6.9) i zamenjujuc´i (6.15) i (6.16) u relaciju (6.14) dokazujemo prvu relaciju ove
teoreme. Analogno mozˇemo dokazati preostale relacije ove teoreme.
6.2.1 Invarijantni geometrijski objekti
Skoro geodezijsko preslikavanje f :M !M drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricˇnom line-
arnom koneksijom ima osobinu reciprociteta (videti [72, 75]), ako je njemu inverzno preslikavanje
f 1 :M !M skoro geodezijsko preslikavanje drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linear-









pri preslikavanjima f i f 1, respektivno, zadovoljavaju relaciju
P
1
(X ;Y ) = P
1
(X ;Y );
bez umanjenja opsˇtosti mozˇe se pretpostaviti [72, 75]
y = y ; s = s ; F = F; K = K: (6.17)
Propozicija 6.2.1. [59, 75] Neka su (M;g) i (M;g) dva generalisana Rimanova prostora, dim(M) =
dim(M) = n > 2. Potreban i dovoljan uslov da bi skoro geodezijsko preslikavanje f : M ! M tipa
p
q
2;q 2 f1;2g, zadovoljavalo osobinu reciprociteta izrazˇen je relacijom
F2 = aI+bF; (6.18)
gde tenzorsko polje F odgovara preslikavanju f , dok su a i b invarijante (skalarne funkcije).
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Posˇto tenzorsko polje F koje odgovara skoro geodezijskom preslikavanju tipa p
q
2(e;ÑF);e =
1;q 2 f1;2g ispunjava uslov F2 = eI, gde je e = 1, na osnovu Propozicije 6.2.1 zakljucˇujemo
da skoro geodezijska preslikavanja tipa p
q
2(e;ÑF);e=1;q 2 f1;2g, imaju osobinu reciprociteta.
Nasˇ cilj je da pronad¯emo geometrijske objekte koji su invarijantni pri skoro geodezijskim preslika-
vanjima tipa p
q
2(e;ÑF);e=1;q 2 f1;2g. Za resˇavanje istog problema u slucˇaju skoro geodezijskih
preslikavanja prvog i trec´eg tipa med¯u mnogostrukostima sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom
neophodno je bilo pretpostaviti da skoro geodezijsko preslikavanje ocˇuvava torziju mnogostrukostima
sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom [64].
Definicija 6.2.2. [59, 64] Neka su (M;g) i (M;g) dva generalisana Rimanova prostora, dim(M) =
dim(M) = n > 2. Skoro geodezijsko preslikavanje f : M ! M je ekvitorziono skoro geodezijsko










tenzori torzija generalisanih Rimanovih prostora (M;g) i (M;g), respektivno.
Neka su (M;g) i (M;g) dva generalisana Rimanova prostora i neka je f : M ! M ekvitorziono
skoro geodezijsko preslikavanje tipa p
q
2(e;ÑF);q 2 f1;2g, e = 1, onda antisimetricˇno tenzorsko
polje K iz osnovnih jednacˇina (6.1) identicˇki isˇcˇezava. Zaista, videti [58], str. 11














=T (X ;Y ) T (X ;Y ) = 0:
(6.19)
Ako pretpostavimo
Tr(F) = 0; (6.20)
onda na osnovu Teoreme 6.2.1 dobijamo 








































Ricˇijevi tenzori prve vrste.
Pretpostavljajuc´i
ÑYs(X) = ÑYs(X); (6.22)
i
s(X)s(FY )+s(Y )s(FX) = 0; (6.23)
simetricˇna bilinearna forma h iz (6.12) dobija oblik







Prethodna razmatranja dovode do definicije nove klase skoro geodezijskih preslikavanja drugog tipa
med¯u generalisanim Rimanovim prostorima.
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Definicija 6.2.3. [59] Neka su (M;g) i (M;g) generalisani Rimanovi prostori i neka je f : M !
M skoro geodezijsko preslikavanje tipa p
q
2(e;ÑF), q 2 f1;2g, e = 1. Preslikavanje f je skoro
geodezijsko preslikavanje tipa ep
q
2(e;ÑF), q 2 f1;2g, e=1, ako vazˇe uslovi (6.22) i (6.23).
Sada smo u moguc´nosti da dokazˇemo egzistenciju nekih invarijantnih geometrijskih objekata
skoro geodezijskih preslikavanja tipa ep
q
2(e;ÑF);q 2 f1;2g, e=1. Definisˇimo geometrijske objekte
[59] eW
1
(X ;Y )Z = R
1

























ÑFXs(Z)  14 åCA(X ;Y )
Tr
 
Y ! T (T (Z;X);Y );
eW
2
(X ;Y )Z = R
2

























ÑFXs(Z)  14 åCA(X ;Y )
Tr
 
Y ! T (T (Z;X);Y );
eW
3
(X ;Y )Z =R
3































4 åCA(X ;Y )
Tr
 






Y ! T (T (X ;Y );Z);
eW
4
(X ;Y )Z =R
4






























4 åCA(X ;Y )
Tr
 





Y ! T (T (X ;Y );Z);
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eW
5
(X ;Y )Z = R
5





























Y ! T (T (Z;X);Y ):
Teorema 6.2.2. [59] Neka su (M;g) i (M;g) generalisani Rimanovi prostori dimenzije n > 2 i neka
je f :M!M ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje tipa ep
q
2(e;ÑF);q 2 f1;2g, e=1, takvo
da je ispunjen uslov (6.20), tada su geometrijski objekti eW
q
, q = 1; : : : ;5, definisani sa (6.25)–(6.29)
invarijantni pri preslikavanju f .
Dokaz. Iz relacija (6.17)–(6.19), (6.21), (6.24) i Teoreme 6.2.1 sledi da je geometrijski objekat eW
1
definisan jednacˇinom (6.25) invarijantan pri preslikavanju f . Koristec´i preostale relacije Teoreme 6.2.1
dobic´emo cˇetiri nova invarijantna geometrijska objekta eW
q
; q = 2; : : : ;5 preslikavanja f .
6.3 Specijalna skoro geodezijska preslikavanja generalisanih
Kelerovih prostora
U ovom odeljku c´emo predstaviti rezultate rada [59]. Naime, razmatrac´emo skoro geodezijska
preslikavanja tipa ep
q
2(e;ÑF), e = 1, q 2 f1;2g, generalisanih elipticˇkih i hiperbolicˇkih Kelerovih
prostora sa istim kompleksnim odnosno produkt strukturama, respektivno. Prvo c´emo dokazati jedan
pomoc´ni rezultat.
Lema 6.3.1. [59] Neka su M i M generalisani Rimanovi prostori dimenzije 2n 4 i neka je f :M!M
skoro geodezijsko preslikavanje tipa p
q
2(e;ÑF);e = 1;q 2 f1;2g. Ako je ispunjen uslov (6.20) i
ÑF = ÑF, onda linearna forma s koja se javlja u osnovnim jednacˇinama (6.1) i (6.10) ima sledec´i
oblik
s(X) = ey(FX); e=1: (6.30)
Dokaz. Primetimo prvo da je uslov ÑF = ÑF ekvivalentan uslovu
P(FX ;Y ) F(P(X ;Y )) = 0: (6.31)





Y ! (s(FX) y(X))FY= Tr Y ! (es(X) y(FX))Y;
gde Tr oznacˇava trag linearnog preslikavanja. Koristec´i (6.20) u prethodnoj jednacˇini dobijamo (6.30),
cˇime je dokaz zavrsˇen.
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Sada smo u moguc´nosti da dokazˇemo egzistenciju nekih invarijantnih geometrijskih objekata
ekvitorzionog skoro geodezijskog preslikavanja tipa ep
q
2( 1;ÑF), q 2 f1;2g [59]:
eW
1
(X ;Y )Z = R
1



























ÑFXy(FZ)  14 åCA(X ;Y )
Tr
 
Y ! T (T (Z;X);Y );
eW
2
(X ;Y )Z = R
2



























ÑFXy(FZ)  14 åCA(X ;Y )
Tr
 
Y ! T (T (Z;X);Y );
eW
3
(X ;Y )Z = R
3

































4 åCA(X ;Y )
Tr
 






Y ! T (T (X ;Y );Z);
eW
4
(X ;Y )Z = R
4
































4 åCA(X ;Y )
Tr
 





Y ! T (T (X ;Y );Z);
eW
5
(X ;Y )Z = R
5














T (T (Z;Y );X);
(6.36)
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Y ! T (T (Z;X);Y ):
Teorema 6.3.1. [59] Neka su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani elipticˇki Kelerovi prostori dimenzije
2n 4 i neka je f :M!M ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje tipa ep
q
2( 1;ÑF), q 2 f1;2g,
tada, linearna forma y iz osnovnih jednacˇina (6.1) preslikavanja f zadovoljava
(y(Z))2 = (y(FZ))2: (6.37)
Geometrijski objekti eW
q
, q = 1; : : : ;5 definisani sa (6.32)–(6.36) su invarijantni pri preslikavanju f .
Dokaz. Posˇto su (M;g;F) i (M;g;F) generalisani Kelerovi prostori, uslovi Tr(F) = 0 i ÑF =ÑF = 0
su ispunjeni (videti Primer 6.2.1). Stoga, primenjujuc´i Lemu 6.3.1 zakljucˇujemo da linearna forma s
koja se javlja u osnovnim jednacˇinama (6.1) i (6.10) preslikavanja f ima oblik
s(X) = y(FX); (6.38)
i uslov (6.23) ima sledec´i oblik
y(FX)y(Z)+y(FZ)y(X) = 0: (6.39)
Stavljajuc´i X = FZ u (6.39) dobijamo (6.37).
U ovom slucˇaju simetricˇna bilinearna forma h definisana drugom relacijom u (6.12) dobija oblik




















Ostatak dokaza sledi iz Teoreme 6.2.2.
Teorema 6.3.2. [59]Generalisani hiperbolicˇki Kelerov prostor (M;g;F) dimenzije 2n 4 ne dopusˇta
netrivijalno ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje tipa ep
q
2(1;ÑF), q 2 f1;2g, na generalisani
hiperbolicˇki Kelerov prostor (M;g;F).
Dokaz. Primetimo prvo da uslov (6.23) dobija sledec´i oblik
y(FX)y(Z)+y(FZ)y(X) = 0: (6.40)
Stavljajuc´i X = FZ u (6.40) dobijamo
(y(Z))2+(y(FZ))2 = 0;
sˇto dalje implicira
y(Z) = 0 i y(FZ) = 0:
Poslednja relacija dovodi do trivijalnog preslikavanja, cˇime je dokaz ove teoreme zavrsˇen.
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Poglavlje 7
F-planarna preslikavanja i transformacije
mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom
koneksijom
Uopsˇtavanjuc´i pojam analiticˇki planarne krive J. Mikesˇ i N.S. Sinjukov su u radu [40] uveli pojam
F-planarne krive afino povezane mnogostrukosti bez torzije. Klasa F-planarnih krivih je naravno sˇira i
od klase geodezijskih linija. Preslikavanje f :M!M mnogostrukostiM iM sa simetricˇnim linearim
koneksijama Ñ i Ñ, i afinor strukturama F i F , respektivno, naziva se F-planarno preslikavanje,
ako svaku F-planarnu krivu mnogostrukosti M preslikava u F-planarnu krivu mnogostrukosti M.
Rezultati o F-planarnim preslikavanjimamnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijommogu
se nac´i u odlicˇnim monografijama [41, 42].
7.1 F-planarna preslikavanja mnogostrukosti sa
nesimetricˇnom linearnom koneksijom
Zbog kompletnosti izlaganja najpre c´emo navesti dva pomoc´na rezultata.
Lema 7.1.1. [24, 41] Neka je V vektorski prostor dimenzije n, Q : V V ! V simetricˇno bilinearno
preslikavanje i F :V !V linearno preslikavanje. Ako za svaki vektor l 2V vazˇi
Q(l ;l ) = r1(l )l +r2(l )F(l );
gde su r1(l ) i r2(l ) funkcije sa argumentima iz vektorskog prostora V , tada, postoje linearne forme
y i j takve da vazˇi
Q(X ;Y ) = y(X)Y +y(Y )X+j(X)F(Y )+j(Y )F(X);
za bilo koje vektore X ;Y 2V.
Lema 7.1.2. [41] Neka je V vektorski prostor dimenzije n i neka su Q :V !V i F :V !V linearna
preslikavanja. Ako za svaki vektor l 2V vazˇi
Q(l ) = r1(l )l +r2(l )F(l )
gde su r1(l ) i r2(l ) funkcije na V , tada, postoje konstante a i b takve da vazˇi
Q(X) = aX+bF(X);
za bilo koji vektor X 2V.
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Definicija 7.1.1. [65] Kriva l : I!M na mnogostrukosti M sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom
Ñ
1
i afinor strukturom F, koja ispunjava uslov regularnosti l (t) = dl(t)dt 6= 0; t 2 I, naziva se F-planarna
kriva mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom ukoliko je ispunjen sledec´i uslov
Ñl (t)l (t) = r1(t)l (t)+r2(t)Fl (t);
gde je Ñ simetricˇan deo nesimetricˇne linearne koneksije Ñ
1
, dok su r1 i r2 neke funkcije parametra t.
Lako se zakljucˇuje da vazˇi
Ñ
1
l (t)l (t) = Ñ
2
l (t)l (t) = Ñl (t)l (t)
odnosno da F-planarna kriva koja odgovara nesimetricˇnoj linearnoj koneksijiÑ
1
istovremeno odgovara
nesimetricˇnoj linearnoj koneksiji Ñ
2
i obrnuto.





, i afinor strukturama F i F, respektivno. Difeomorfizam f : M ! M naziva
se F-planarno preslikavanje, ako svaku F-planarnu krivu mnogostrukosti M preslikava u F-planarnu
krivu mnogostrukosti M.
Teorema 7.1.1. [42] Neka su M i M dve n-dimenzione mnogostrukosti dimenzije n> 2 sa simetricˇnim
linearnim koneksijama Ñ i Ñ, i afinor strukturama F i F, respektivno. Ako je f :M!M F-planarno
preslikavanje, onda se afinor struktura F ocˇuvava pri preslikavanju f , dok tenzor deformacije P(X ;Y )
koneksija Ñ i Ñ dobija oblik
P(X ;Y ) = å
CS(X ;Y )
(y(X)Y +j(X)FY ); X ;Y 2X (M); (7.1)
za neke linearne forme y i j , gde je K antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2). Obrnuto, ako tenzor




pri preslikavanju f ispunjava uslov (7.1), onda
je f F-planarno preslikavanje.





, i afinor strukturama F i F, respektivno. Ako je f : M ! M F-planarno






(X ;Y ) = å
CS(X ;Y )
(y(X)Y +j(X)FY )+K(X ;Y ); X ;Y 2X (M); (7.2)
za neke linearne forme y i j , gde je K antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2). Obrnuto, ako tenzor




pri preslikavanju f ispunjava uslov (7.2), onda
je f F-planarno preslikavanje.
Dokaz. Dokaz je baziran na dokazu teoreme koja vazˇi u slucˇaju F-planarnih preslikavanja mno-
gostrukosti sa simetricˇnim linearnim koneksijama [41]. Neka je l : I ! M geodezijska linija na
mnogostrukosti M sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom Ñ
1
, koja ispunjava uslov regularnosti
l (t) = dl(t)dt 6= 0; t 2 I, parametrizovana prirodnim parametrom
Ñ
1
ll = Ñll = 0: (7.3)
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Pod pretpostavkom da je f F-planarno preslikavanje, kriva l se preslikava u F-planarnu krivu na
mnogostrukosti M sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom Ñ
1




l (t)l (t) = r1(t)l (t)+r2(t)Fl (t); t 2 I; (7.4)
za neke funkcije r1 i r2 parametra t.
Iz (7.3) i (7.4) imamo
P
1
(l (t);l (t)) = r1(t)l (t)+r2(t)Fl (t); t 2 I;
sˇto dalje implicira da u svakoj tacˇki p 2M vazˇi
P
1
(l ;l ) = r1(l )l +r2(l )Fl ; za svaki tangentni vektor l 2 TpM; (7.5)
gde su r1 i r2 funkcije koje zavise od l .
Tenzor deformacije P
1
se mozˇe predstaviti na sledec´i nacˇin
P
1
(X ;Y ) = P(X ;Y )+K(X ;Y ); X ;Y 2X (M); (7.6)





K antisimetricˇno tenzorsko polje tipa (1;2), odred¯eno sa











Iz jednacˇina (7.5) i (7.6) sledi da je
P(l ;l ) = r1(l )l +r2(l )Fl ; za svaki tangentni vektor l 2 TpM:
Kao u dokazu odgovarajuc´e teoreme u slucˇaju mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom
(videti, [41], str. 218) mozˇemo primeniti Lemu 7.1.1 na simetricˇnu bilinearnu formu P iz prethodne
jednacˇine i dobijamo
P(X ;Y ) = å
CS(X ;Y )
(y(X)Y +j(X)FY ); X ;Y 2X (M); (7.7)
za neke linearne forme y i j .
Sada iz (7.6) i (7.7) dobijamo
P
1
(X ;Y ) = å
CS(X ;Y )
(y(X)Y +j(X)FY )+K(X ;Y ); X ;Y 2X (M): (7.8)




l (t)l (t) = Fl (t); t 2 I; (7.9)
na F-planarnu krivu mnogostrukosti M koja takod¯e ispunjava uslov regularnosti i uslov
Ñ
1
l (t)l (t) = r1(t)l (t)+r2(t)Fl (t); t 2 I; (7.10)
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gde su r1 i r2 neke funkcije parametra t.
Iz (7.9) i (7.10) imamo
P
1
(l (t);l (t)) = Fl (t)+r1(t)l (t)+r2(t)Fl (t); t 2 I;
sˇto dalje implicira da u svakoj tacˇki p 2M vazˇi
P
1
(l ;l ) = Fl +r1(l )l +r2(l )Fl ; za svaki tangentni vektor l 2 TpM;
gde su r1 i r2 funkcije od l .
Koristec´i izraz za tenzor deformacije P
1
dat u (7.8) u prethodnoj jednacˇini dobijamo
Fl = er1(l )l + er2(l )Fl :
Sada, na osnovu Leme 7.1.2 postoje konstante a i b takve da je
F = aF+bI; (7.11)
t.j. struktura F je ocˇuvana.
Konacˇno, iz (7.8) i (7.11) dobijamo da formula (7.2) vazˇi. Lako se mozˇe proveriti da vazˇi formula
(7.2) koja obezbed¯uje egzistenciju F-planarnog preslikavanja f : M ! M, cˇime se dokaz teoreme
zavrsˇava.
Definicija 7.1.3. [72, 41] Afinor strukturu F nazivamo e-strukturom ako ispunjava uslov
F2 = eI; e=1;0;
pri cˇemu je I identicˇan operator.
U posebnom slucˇaju F-planarno preslikavanje se svodi na skoro geodezijsko, videti [41], str. 219.
Teorema 7.1.3. [41, 42] Neka je f : M ! M netrivijalno F-planarno preslikavanje mnogostrukosti
M i M sa simetricˇnim linearnim koneksijama Ñ i Ñ, i afinor strukturama F i F, respektivno. Ako je
ÑF = ÑF = 0 i rankkF rIk  4, gde je r funkcija, tada je preslikavanje f skoro geodezijsko tipa
p2(e) i afinor struktura F je e-struktura.
U slucˇaju mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom mozˇe se dokazati sledec´a
Teorema 7.1.4. Neka je f : M ! M netrivijalno F-planarno preslikavanje mnogostrukosti M i M




, i afinor strukturama F i F, respektivno. Ako je
ÑF = ÑF = 0 i rankkF rIk  4, gde je r funkcija, tada je preslikavanje f skoro geodezijsko tipa
p
1
2(e;ÑF) i afinor struktura F je e-struktura.
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7.2 Potrebni i dovoljni uslovi za infinitezimalne F-planarne
transformacije mnogostrukosti sa nesimetricˇnom
linearnom koneksijom
Radovi [53, 85, 87, 88] su posvec´eni infinitezimalnim deformacijama generalisanih Rimanovih
prostora i mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom. Analogno infinitezimalnim F-
planarnim transformacijama mnogostrukosti sa simetricˇnom linearnom koneksijom koje su posma-
trane u radu [25], u radu [65] smo posmatrali infinitezimalne F-planarne transformacije mnogostru-
kosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom.
Definicija 7.2.1. [53] Transformacija mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom data
sa
x¯= x+ z(x)e; (7.12)
gde je e infinitezimalni parametar naziva se infinitezimalna deformacija mnogostrukosti odred¯ena
vektorskim poljem z= (zi).
Geometrijski objekat A =A (x;e) koji zavisi od tacˇke x 2M i od infinitezimalnog parametra e ,
mozˇe se razviti u stepeni red
A (x;e) =A (x)+ edA (x)+ e2d 2A (x)+ : : : ;
gde se koeficijenti dA (x);d 2A (x); : : :, nazivaju redom prva, druga, itd., varijacija geometrijskog
objekta A pri infinitezimalnoj transformaciji odred¯enoj sa (7.12). Glavni deo geometrijskog objekta
A (x;e) je A (x)+ edA (x), videti [53].
Definicija 7.2.2. [65] Infinitezimalna transformacija (7.12)mnogostrukosti M sa nesimetricˇnom line-
arnom koneksijom Ñ
1
i afinor strukturom F naziva se infinitezimalna F-planarna transformacija, ako
svaku F-planarnu krivu mnogostrukosti M peslikava u krivu cˇiji je glavni deo F-planarna kriva.
Teorema 7.2.1. [65]Mnogostrukost M sa nesimetricˇnom linearnom koneksijomÑ
1
i afinor strukturom
F dopusˇta infinitezimalnu F-planarnu transformaciju ako i samo ako vazˇi
L ZÑ
1
(X ;Y ) =y(X)Y +y(Y )X+j(X)FY +j(Y )FX ; X ;Y 2X (M);
L ZFX =aX+bFX ; X 2X (M);
gde su y i j linearne forme, a i b su funkcije iL Z je Liov izvod u pravcu vektorskog polja Z.
Primedba 7.2.1. [65] Analizom dokaza Teoreme 1 u [25], lako se mozˇe uvideti da se rezultat pome-
nute teoreme mozˇe produzˇiti na slucˇaj mnogostrukosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom, kao
sˇto je navedeno u Teoremi 7.2.1.
Teorema 7.2.2. [65]Mnogostrukost M sa nesimetricˇnom linearnom koneksijomÑ
1
i afinor strukturom






zi; j = z
i
j;
zij;k = zpRijkp  12(T ijk;pzp  zipT pjk+ zpjT ipk+ zpkT ijp)




j   zpjF ip+ad ij +bF ij ;
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p T ipkzpj +yid hj






j   zpjF ip+T ipsFsj zp+ad ij +bF ij ;
gde su yi i ji kovektori, a i b su funkcije, i d hi je Kronekerova delta.
Dokaz. Uprkos tome sˇto koeficijenti Lhi j nesimetricˇne linearne koneksije Ñ1
nisu tenzori, Liov izvod
L zLhi j jeste tenzor (videti na primer [53]). U radu [53] je pokazano da se Liov izvod koeficijenata L
i
jk
nesimetricˇne linearne koneksije Ñ
1






























































































gde je Rhi jk tenzor krivine koji odgovara komponentama L
h
i j pridruzˇene simetricˇne linearne konek-
sije Ñ, dok su R
q
h
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p  zipF pj + zpjF ip T ipsFsj zp:
(7.14)
Dokaz sada sledi iz Teoreme 7.2.1, koristec´i (7.13) i (7.14).
7.3 Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju infinitezimalne
geodezijske transformacije
Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju infinitezimalnih geodezijskih transformacija Rimanovih
prostora mogu se nac´i, na primer u [12, 41]. Posˇto je svaka infinitezimalna geodezijska transformacija
specijalna infinitezimalna F-planarna transformacija (u slucˇaju Fhi = rd hi ili ji = 0), lako mozˇemo
dobiti Posledicu 7.3.1 i Posledicu 7.3.2 iz Teoreme 7.2.1 i Teoreme 7.2.2, respektivno.
Posledica 7.3.1. [65] Mnogostrukost M sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom Ñ
1
dopusˇta infinite-
zimalnu geodezijsku transformaciju ako i samo ako vazˇi
L ZÑ
1
(X ;Y ) =y(X)Y +y(Y )X ; X ;Y 2X (M);
gde je y linearna forma iL Z je Liov izvod u pravcu vektorskog polja Z.
Posledica 7.3.2. [65]Mnogostrukost M sa nesimetricˇnom linearnom koneksijomÑ
1
i afinor strukturom






zi; j = z
i
j;
zij;k = zpRijkp  12(T ijk;pzp  zipT pjk+ zpjT ipk+ zpkT ijp)























































p T ijpzpk +yid hj +y jd hi ;
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+yid hj +y jd hi ;
gde je yi kovektor, a i b su funkcije, dok d hi oznacˇava Kronekerov delta simbol.
7.4 Infinitezimalne HP transformacije generalisanih Kelerovih
prostora
Infinitezimalne HP transformacije Kelerovih prostora su prvi posmatrali Sˇ. Isˇihara i Sˇ.-I. Tacˇibana
[27, 28], videti [41, 42].
Definicija 7.4.1. [41] Infinitezimalna transformacija (7.12) generalisanog Kelerovog prostoraGKn=
(M;g;F), naziva se infinitezimalna HP transformacija, ako svaku holomorfno planarnu krivu presli-
kava u krivu cˇiji je glavni deo holomorfno planarna kriva.
Posmatrac´emo infinitezimalne HP transformacije generalisanih Kelerovih prostora, koje su za-
pravo specijalan slucˇaj infinitezimalnih F-planarnih transformacija mnogostrukosti sa nesimetricˇnom
linearnom koneksijom [25, 65].
Teorema 7.4.1. [62] Generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) dopusˇta infinitezimalnu HP
transformaciju ako i samo ako su ispunjeni uslovi
L zGhi j = yid hj +y jd hi  ypF pi Fhj  ypF pj Fhi i L zFhi = 0;
gde je yi kovektor iL z je Liov izvod u pravcu z.
7.4.1 Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacˇina za egzistenciju
infinitezimalne HP transformacije generalisanih Kelerovih prostora
Generalisani Kelerovi prostori su snabdeveni sˇirom klasom metrike od uobicˇajenih Kelerovih
prostora. Stoga smo u moguc´nosti da pored postojec´ih, uspostavimo nove uslove za egzistenciju
infinitezimalnih holomorfno projektivnih transformacija generalisanih Kelerovih prostora [62]. Kao
posledicu Teoreme 7.2.2, dobijamo pet ekvivalentnih sistema parcijalnih diferencijalnih jednacˇina za
egzistenciju infinitezimalne HP transformacije generalisanog Kelerovog prostora.
Posledica 7.4.1. [62] Generalisani Kelerov prostor GKn = (M;g;F) dopusˇta infinitezimalnu HP





zi; j = z
i
j;
zij;k = zpRijkp  12(T ijk;pzp  zipT pjk+ zpjT ipk+ zpkT ijp)
+y jd ik +ykd
i




















+y jd ik +ykd
i






j   zpjF ip+T ipsFsj zp+T sjpF is zp;
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p T ipkzpj +y jd ik






j   zpjF ip+T ipsFsj zp;




i j Ghji) tenzor torzije, yi je kovektor, d ij je Kronekerova delta, dok su Rhi jk kompo-
nente tenzora krivine koji odgovaraju Kristofelovim simbolima Ghi j i Rq
h
i jk, q = 1; : : : ;4 su komponente
tenzora krivine R
q
, q = 1; : : : ;4, koji odgovaraju generalisanim Kristofelovim simbolima Ghi j.
7.5 Infinitezimalne HP transformacije generalisanih hiperbolicˇkih
Kelerovih prostora
U ovom odeljku c´emo posmatrati infinitezimalne HP transformacije generalisanih hiperbolicˇkih
Kelerovih prostora, koje su specijalan slucˇaj infinitezimalnih F-planarnih transformacija mnogostru-
kosti sa nesimetricˇnom linearnom koneksijom [25, 65].
Teorema 7.5.1. Generalisani hiperbolicˇki Kelerov prostor (M;g;F) dopusˇta infinitezimalnu HP trans-
formaciju ako i samo ako su ispunjeni uslovi








i i L zF
h
i = 0;
gde je yi kovektor iL z je Liov izvod u pravcu z.
7.5.1 Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacˇina za egzistenciju
infinitezimalne HP transformacije generalisanih hiperbolicˇkih
Kelerovih prostora
Kao posledicu Teoreme 7.2.2, dobijamo pet ekvivalentnih sistema parcijalnih diferencijalnih jednacˇina
za egzistenciju infinitezimalne HP transformacije generalisanog hiperbolicˇkog Kelerovog prostora.
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Posledica 7.5.1. Generalisani hiperbolicˇki Kelerov prostor (M;g;F) dopusˇta infinitezimalnu HP





zi; j = z
i
j;
zij;k = zpRijkp  12(T ijk;pzp  zipT pjk+ zpjT ipk+ zpkT ijp)







































































































































j   zpjF ip+T ipsFsj zp;




i j Ghji) tenzor torzije, yi je kovektor, d ij je Kronekerova delta, dok su Rhi jk kompo-
nente tenzora krivine koji odgovaraju Kristofelovim simbolima Ghi j i Rq
h
i jk, q = 1; : : : ;4 su komponente
tenzora krivine R
q
, q = 1; : : : ;4, koji odgovaraju generalisanim Kristofelovim simbolima Ghi j.
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Ouarnhyjeu Yuunep:urcrcry 6n6laorery ,,Hltrora Tecaa" ,{a y ,{arura.nnu
peuosrropnjyru Ynraeepslrrera y Hrauy yuece rraojy aorropcKy,{l{seprar$rjy, noA Hac.rroeoM:
XOJIOMOP@HO IPOJEKTI{BHA TIPE CJIIIKABABA TEHEPAJII,ICAHHX
XIiltrEPEOJII{TIITEX KEJMPOBHX IIPOCTOPA I{ YOIIIIITEBA
liacepraunjy ca cBHM rrpuno3uua 4pegao caM y enerTpoHcl(om o6rmxy, noroAnoM 3a
rpajno apxraBlrparle.
Mojy goxropcKy gncepraqnjy, ynery y {rrraranHx perosuropujyu Ynuneplur:era y
Huruy, Mory Eopr{crr{Tr,t cnn xojra nomryjy o.up6g6e caApxaHe y oga6panoM rany Jrrrqeulle
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